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!����3	��� � �	������������� |Ψ〉 �	����� ����� (λ̄0 λ̄1 ... λ̄N−1) ������	���
�	�	� 〈Ψ| ��
	�� "�	�" � "��" �	��/��� �	������ 4� 
 �������	 ������	
	��	 
���
�	������ ��������� |Ψ〉 � |Φ〉 ��3�� ������ �� �������	 ������	
	��	 〈Ψ| · |Φ〉�
��� �� ��
	� ����5�� 
� 〈Ψ|Φ〉�

6��� ��		��� �������� � ������� 2������ Ψ(x) �� �	��	�����# �	�	�	���#
x� 		 ��3�� �
	��� �	��������#� 	��� ��	��� 
����	���	 ���3	���� �����3���
���	��# �	�	�	���# x = x0, x1 = x0 + dx, x2 = x0 + 2dx, ..., xN = x0 + Ndx�  ��	�
��	
������ ������3	��� �	��	�����/ 2�����/ Ψ(x) ��

Ψ(x) ≈
N−1∑
j=0

Ψ(xj)dj(x), ���7�

 
	 dj(x) � ����	������	��� 2������ j�  � ���	�� [xj, xj+1], j = 0, 1, ..., N − 1�
8������ �������	 ������	
	��	 �	��	������ 2�����# 〈f |g〉 = ∫

R

f̄ g dx� �� ��3	�

������������� ���� ������	 �	����� dj� ������� ���������������# ���� |j〉 =
dj/

√
dx� � ���	
	��� λj = Ψ(xj)

√
dx� ���
	� � ��	
����	��/ �9	# 2������ � ��
	

�	���� ��������� ������

:� ����	
�� 
����	������ ��	 
 ��
	� ��	���� � ��
� �� �������/� ;��
�		 �� �� ���	�9� ���	#��	 ��	��������	 D ����
���� x� ��� ������	����
������ ����� 	
���� ���	�	��� 
����� �� ��3	� ������� ��� ���	��� ���	
	�
�	��� �������# 2������ [x0, xN ] ����
	� � ���	���� [0, 1]�  N = 2n� �� ���
xj = j/N, j = 0, 1, ..., N − 1 � ��
	� �������� ������3	���	� � ��������/ 1/N �
���	��	 ����
���� x � ��
	 ����	
���	������� ������� ����� 
������ � ���

��3	��� j =
n∑

k=1

2n−kek� �� 	��� � ��
	 ������# ������ |e1e2...en〉, ek ∈ {0, 1}�

</�� ��� ����� 	��� ������	 ��������	 ����	�� n ������� ��������� ���
����� ������� 
���	 
����	���	 ��	
����	��	 �������� 2�����# ��
	� ������
���������� = ��������� ��	
����	��� � �������# 2������ �	 ��
	� �����# 2��
���	���# ���	������� >��	���� ��
	� ������ ��	���� D �	�	��
 � ����������
��	
����	��/ �� 2����	���# �	��	�����# 2������ Ψ(x)� � ������	 ��������� |j〉�
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�������	� 
��	��� ����������� � �������� ������		 |Ψ〉 �	�� ����� � ��
���
����� ���	
	���  �	�	��!��� ���
��	� |j〉 � ����������	 pj = |λj|2� j =
0, 1, ..., N − 1� "	 ��������	 ������! ��� ������������	 ��������!�	� #��
�	���� ������	��� $  ���	
����� �
�	 ����	� 	������	� �  �������  ��������	�
���%��� ������	� |Ψ〉� � ������ 
��	�� ������������ �����	�� �� ���� �����%�
��� �����	
���	� ������	�� � � ��%��� �� ����� �� �	���� � � � ����� ���� ��
��� ������	�� &�#�� ��'� ��	�������'� ������	� ���
��� 	  ��
	���  ���	��
(����) ��������* ��* ������ ������ �� �	���� +���� ���
�����* �������
	�	����� 	 �� ��%�� ��	
	* �  ��������
�����	�  ���
�!�����  �	 ��#��� 	�
������ ��� ����� ���'��� ,��	 
������� ���!�	� ������� �� ��	���  ���%��	�
��%��� ���� �
�� �  �	��	 �� �����%���� �  ��� ��
	��� 	� �������*� � ����
��#�� �	-* ��%��� ���
������ ����� ��	������ ��*�� ���  ���
	�-�'� ����.
��� �����!��'� �	����'� ������ ���

/������� %� ���
�����*�  ��
	��!�����  ���	�� (����� �� ������������ 0!�
#��  �	������ ���
�����* �� 	�	 	��
� ����	�� � ����� 	�	���� ���
�����	�
����%�!����� 
���� ������� �������� ������	� |Ψ〉� 1����� 	� ������ �����
����	 p �������#����� ����� %� 	����
* ��������� �����* � �� ��� �����*
�� �	���� 
� '������ '��#%� �������	��� �������	������ �����	��

2� �	��� ��%��  ������	*  � 3������ "����� λj = |λj|eiφj . ���	 �����*
�� �	��� ����%�� ��������* �#����%	* 
��	�� � ������		 |j〉 � ������
������ � 3��� φj �������	��� �������	� �������� 3����		 � ��#�������� 	��
�����	! �� ������	� (���� �
��� ������* ��'� 	������	�  �� ���	����*�� '���
�	��� 3���  � �#�
���� ���������� �����	
������  ����������

,��	 	�#��* ����� �����-��	� ��-�� �	����	���		 �
��* ����	�� � �
�	 |j〉
�� ����  ��������� �
��*  ����� 	 ��  ������� � �� ���������  ���������	!
������ ������	�� ���	������ � �#�
��� �����	�� r = (x, y, z) 	 � ������	 t
��� 3����		 �  ��������� Ψ(r, t)� +�'�� ���#����� 
��	�� �  ����� ��	%������ �
 ��� � �������  ����	���� 	 	��!��� 	� ��*� p = (px, py, pz)� #��� 	��* �����
������	�

Ψ(r, t) = C exp(
i

�
rp− i

�
Et) ���4�

'�� rp � ���������  ��	������	� 	� ��*�� �� �����	���� E = p2/2m � �� �	��	
��
���� ����'	�� "� �	� ������	� #�� � �����  �����%�� 0�	 �� (������� 	 �����
����� �'� 	����� � ����� �� (������ 5� �	�	�� 
� '���	�� 3���  �� ���	������
������	 
��	���

������� ������������ ��	���
 � ������� �	��� �	��
�	�� 
����� � ��	�� ��������� �������
�

��
���� � ����	�� ��� �����
�



���� ������	��� �
����
 ���	���� ��

������	�
�� 	��� ��
���� � ����
�� D ⊆ H ����������� ���
���	
��� �
��
���	����� 
�
���	� �
�� �	������ �� ��� ����
�� �� �������� ������ �� 
�
���
�	��� P (D) =

∫
D

|Ψ(r, t)|2dr� � ���	�� ������	�
��� ��� D = H �
�� ���	��� !�

����" �� ��	
��	�� C �� 	� �������� �� 	������ 	� ������� ���	���# $�� ����
��� 	�
������� 
 	�������	� ����������� ������%�� � ���� ��� 	��� ����	�����
���
���	
��� ���

���
��� 
�
���	� &�	��� ����'�	�� (� )*� ���	����'�%�� ��
+���"� 	�
������ ���
���� ��� �� ����� �
����,����� ��� � �����	�� ���� ���	��
��	���� � 	���������
�� ���,�	�� -������,�� 

.
�� �� ,������ �,������ ��
����� 	�����%�"
� � 
�
���	�� |Ψ〉 � ������ ��,�
�
���� '� 
����� ���
���	
��� CN � 	�������� � ��,�
� |0̃〉, |1̃〉, ..., | ˜N − 1〉� ��� 
������
��'	�� ���� ��� ��'���� ������ ��,�
� 	��� ����� 
�� �,��������	� ������ 
/���� �,����	�� ����� 
����	� ������	�� ���	���"%� ,	���	�� |j̃〉 
 �������
	�
����

p̃j = |〈j̃|Ψ〉|2, (� 0*

��� 
��'�� ����%�	��� ������� +��	� 	� �"�� ��,�
 �,����	�� 

1,����	�� �%� �	���� 	�,���"� 	���"��	���� ��� ��� �	� ������������ 	������
����� ��� ����� ���	������ 	���"���� ��
���� � ��		�� 
�
���	�� 2�� ��'�� ���
������� 
��	����	�� ���	����� ������ 	� ��3�
	��� $�� �	����
	�� ���	�� ��
�� �
	�� ������� ����������
� �����	�� 4��
����� �,����	��4 5� �%� ���	��
� � ���
��
�'��	�" 

6������ +��	� ���� 	�� ���	
���		� ���� ��� ��	���	�� 
��,� ���	������
�����
������
���� ���� 
 	�7�� 
��
���		�� 5� ��	�'��	� ���,	���� ��� �
��	� ������	� �,��� ��
���� 	�� 	������� ������� 
�
���	�� 6�	���� 4������

�
���	��4 	� �
�� ���������
���� ��	� ��
����8 ��� ���������
���� ������ �	
���
��� 	�,���
���� � ���	����� 4����������		��4 ��
��� !�������� �������	 � �����
�������� ����� ��������		�� 
�
���	�� ������ ��������� ����� ��� ����� ��
��"��
	� ���	������ ������ � ��������� ����������� � �	� 	�� ��
���	� � ��������
��
	�����	���		�� ������
����� � ������� �� ��'�� ����,��
�� ���	������ ��
���
����	��� 	������ 
����
����� � ������ ��
�� ����� ������ ������ � ���� 
 �����
4
�
���	��4 	������
� �������	 � ��		�� ����� �������� 

$�� ���	�������	� 
����
����
��� ������� ������� 
�
���	�� ���	�
��" 
�����
	���
� � � 	��� ���	���� -�,��� � -�,��� ���	������ �����"���� 6������ ,��
�
�� 
���������
� 
 ����	�
��" 9��'	�� 
�
���	�� �����"� ���	� ����7��� ��
�
��	�	�����	� ����7�� �	
����� 4���	����� ����������		��4 
�
���� ��� �'� ���
���������
�� 
��'	�� ������� (��� �����* 
��	����
� �������� � 
��'	�� 
��

����� � 	�
 ���'�	 ���� ������� 
��
�� �������� �� ����	�� 
����
����
���
������� � 	��� -���� �������	�,�� $��� �����
 �� ����'�� �� ������ ����� 

:�

������ �����
 � ��������
��� ��������	�� �������� λ0, λ1 � 
�
���	��
��	��� ������ (���	������ ����* |Ψ〉 = λ0|0〉+λ1|1〉 ��	�
� ��%� -�,��� �	�'��
���� eiφ ,� 
����� (�	 	� ������ -�,���
���� 
��
��*� �� ��'�� 
������� ��� λ0 �
��%�
���		�� 	�����������	�� ��
��� ��� ��� 	�� 	��� 	��� ��� ��
��� λ0, |λ1| �
-�,� θ ��������� λ1 = |λ1|eiθ !�����������	�� ��
�� λ0, |λ1| �� 	����� �,�����
�
� 	���� � 	���� ������� ����������		�� � 
�
���	�� |Ψ〉� ��� ��� ��	�
�����	��
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��

������� 	�
����
 ���� � ����� � ����� ������
� ����� � ������� ���������
����� ����
� �� ���
������ 	������
 |0〉 � |1〉 	�� ����� �������� ��� � �����
������ ������������ �	����� 	��
��
 ���
�������

 �� ����� θ! "��� ���� ����
�� �� # ���� �����
�� |Ψ〉$ �� � ���%�� �����$
��	����$ � ����� &������

|0̃〉 = 1√
2
(|0〉+ |1〉), |1̃〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉).

�������� �	�
������� ��������� ��	������� p̃0,1 �� ��	���� '��() � ���������

��� ��� ��� ��	�������� �� ����� ����� θ�

*	������� 	��� ��������
 ��������� ����%��+��� *� 	�����
�$ ��
 �����
��� ��	�� ��������� 	��%��������� �����
��� �	������ �� ��	������ ��

,���� H � �������� �	����� � CN � -�	�
#���� �	����� ���� ����������
��������� '��� ��������). H∗ ��� H+� /%� ������� 	�������
 �� ������� H
����#��� �� %������ ���%����� � ���	������ ��	�
#��� ��� 0������� ���
��������� �	������ H ������� %� ������	�
#������ H = H∗� 1�%�� ����
 ���
���� ���������� ������� H. |φ0〉, |φ1〉, ..., |φN−1〉$ �������2�
 �����������������
����� CN � ,���� E0, E1, ..., EN−1 � �� ��������� ������
� 1�%�� ��������� ���
�������$ �����
2��
 � �����
��� |Ψ〉$ �����������2�� H$ ��������
 ��������

�������$ 	�������2�
 ������
 Ej � ���
�����
�� Pj = |〈φj|Ψ〉|2� 3 0��� �����
�	����� H �������� ����������� 4������� +�������� ���	���� � �������
�$ ������� ������ � ���$ ��� ������ ��� ���� ��������� ������� �����
��
|φj〉$ � �������� � %� ��������� �������
5�������� ��������
 �	����� U $ ������� ������
� ����� ��� ������� �

	���������� CN � 5�������� �	����� ���# ��� � 0������$ ��� ������ ��������
��� �������$ �������2�� ����������������� ����� 	����������� CN � ��������

���� ���� ��
������ �� 	����	����� �	���	�������

*	���

 ��������� 0��	����� ��� exp(A) = 1 + A + A2/2! + ... �� �+�����
����� ������������ ��
�� 0�������� � ��������� �	�������$ ������
 ������

+�������

U = exp(iH). '��6)

*	����� U $ 	�������� 	� 0��� +����� �� 0������� H$ �������$ � ����� ����
������ �	����� ��#� ���� 	����� �� 0������� 	� 0��� +������

�������� ���� ����� �	���
 �����	��� ���	���	 � 
����������� ��	�� 

� ������� !����� 
����������� ������� � �	����� ���	���	� "�!�������� ��

������� ���# ���	���	�� !�
�� ������ ����� ��� ��� ��� � ���� ���	���	�$

uj = exp(ihj)�

7��������� ������� |Ψ〉〈Ψ| = ρΨ$ ��������������� � �����
��� |Ψ〉 ���� '���)�
��� ������� 	�������� 8����� �����%� �����
��
� *�� 0������� �  ���% � ���
����� ������ �������� �	�
������� 
������� ��� �������������� ��� ���
������
 �� �������$ � ���� �����$ ��������$ ��� ��� ��� ��� ρΨ ��
 �������%�

���������	 
	������ �� �������� ����
���� ����� ���� � 
���	 ����
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�� �	�
��� ��

������	 |Ψ〉 �
�	 ���� �	 �
	���	�
 �	��
�� ��������
 ����� ����������
 pj� 	
����
	���	����� ������ �	���	���� ��������������
� �
����
�
���� ��	������
�������	 �	����� �������
� |Ψ〉 ���
 ��� !	�
����� � ���� ��� ��	�����" ��������
��� ��	��
������

#�
 
������

 !	�
�	 �	��
�	 ��������
 ����!�	������ �� �	��
����� �	���� 
ρΨ → TρΨT

∗� ��� T $ ��
�	���� ����	��� ����"��	 � ������ !	�
��

% ����������� ����	� �	��
�� ��������
 $ &�� '����
� �
�	
Ψ̄(r1, t)Ψ(r2, t)� ��� r1, r2 $ �	�	 �����(��" ����(��
� �	��
��

#�	�
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�������� *��������� 
����� ����+��
��� � ���"������� 	������ ���)��� 
����������� �	���� ��� |ψ〉 � ����!���
*��	������� ��� 〈φ|� ,������ �������� ��� �	��������	� 〈φ| ��"�� ��������
������� 	�	 ����!��! *��	������ ��� H → C� 	�����! ��!����� �� �	����
|ψ〉 ∈ H 
� ������������ 
�����

|ψ〉 → 〈φ|ψ〉.
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�������� ��� 
���������! *��	��� g ∈ H ����!��! *��	������
g̃� 	�����! ��!����� �� *��	��� f ∈ H 
� 
����� g̃ : f → ∫
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CN � �� ����� ����� ������*��� H �H∗� ��	 	�	 ��
��� � �)��$� ����!��$� *��	���
����� ������� �������� � ��� ���� ������� � ����	�� �� ���� 〈ψ|� � �� *��	�������
���)� �� |φ〉 → 〈ψ|φ〉 ��� 	�	����� |ψ〉 ∈ H�

.��� |i〉, |j〉 � �	���� �� ���������������$� ������ 
���������� H� � A :
H → H � ����!��! �
������� �� ������� ai,j ������� ���$� �
�������  ������
������ ��������� 
� *������ 〈i|A|j〉� � �� ��"�� ��
����� ������� A  ��� A =∑
i,j=0,1,...,N−1

〈i|A|j〉 = ∑
i,j=0,1,...,N−1

ai,j|i〉〈j|�

%�	�� �������� ����	��	�� �	��	� 
�����)� ��
������ ����� ��� 〈φ|ψ〉 �
������� ��� |ψ〉〈φ|� -���	� ���� ������� 
���������� H ������� ���������

����������� H = H1⊗H2⊗ ...⊗H∫ ��������� 
���������� ���������)+�� ����
�����) *������	�$� ���"���� ������ �� 
�����"����� �� �� ����	��	�� �	���	
��"�� �	������������ ����� ���"��� ��2�	��� ��� ����� � �������� 1�� ��2�	��
�����)��� ����������

3��������� *��������� ���"���� ��� T = T1T2...Tk� $�� ��� ��	�$� q =
1, 2, ..., k �����"����� Tq ���� ���� |ψi〉� ���� 〈ψi|� ��� |ψi〉 ∈ Hi ��� 	�	�$������
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��������� |Ψ〉 ��� ��������� ��������� 0� ������� 	��������� �	������� �����
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pj = 〈j|ρΨ|j〉
/��
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∑
j〈j|ρΨ|j〉 � 
��

�
���� ������ .�� ��		� ��
�� ����� 1� )� ��
�	� ��� ���(�����$�� ��
� 〈a|b〉
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��� ������ �����	 ���� a � b � ������� �� �������	���������� ������ ���
������� �
���� ������� .�� ����� ����� δab � ��	��� 2��������� ������ ��� ���
a �= b � �
���$� ��� a = b� !�� ����
���� ��������� ����"��� ������� ������ �

���������	� ��	����	� �� ��������� �������
����� ���� 	� ���	�	� ��� � .��	
������ a � b 
����� ���������� � �
��� � ��� �� �������� �����$��

3���	����	 	����$� ��������� ��	�������� �����	� ��
�

ρ =
∑

j′,j′′,k′,k′′
ρj′,k′,j′′,k′′ |j′, j′′〉〈k′, k′′| 41�56
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���
 ���� �������		 ����� ����	���� ������ ���	��  
 ��� �����	�� 
��	!�
��������	 ρ2 ������� ���	� �� "�� �� 
� ������	 ����������� � ������ ���� �
�� ��� ������ ��	� ���	�# �������� 	������$ 
��	!� ��������	 ���� 	 �����
%����� ������ ��������� ��� ������ �������	�
 ������� ���	�� ����
 |j〉�
&�	�	
� �� ��	
�	� �������
	��������� ���� �������	�� ������'	��� � �����
	 ��� "� ����	���
�� 
� 	
��
#

ρj2 =
∑

j′,j′′k′,k′′
ρj′,k′,j′′,k′′〈j|j′〉|k′〉〈k′′|〈j′′|j〉 = δjj′δj′′j|k′〉〈k′′| =

∑
k′,k′′

ρj,k′,j,k′′ |k′〉〈k′′|.

(���� ����� j ��������� � ������ ����	���
�� k ) �� ������� �� ��� � �����	��
���"��	� ���	� *��
��� 
��	!� ��������	 ���������� ���	������	� �������	�#
|j′〉|k′〉〈k′′|〈j′′|� �����������$'	� ��� ��	���� �������	�# |j′k′〉 	 |j′′k′′〉� (
��	
�
��� ���� ���� 
��	!� �� ����� ���� ��	�	���
� �� �� 
� ��	��	 �����	�	
�������� 	�
����	� ������� ���	� |j〉�
+ ������� �� ��
� "� �������� ���	��	
 �������� 	�
����	� ������� ���	� �

��
���	���� �	���
� � 
��	!�� ��������	 ,��-.� �� �"� ��	 �����		� ��� ������
���	� �
 �� �������� ,���	
��� �� ���)�� ������.� %��� �
 ��� ����� �����
)

	����� ��������� ���� �������� �� �"� �������	�
	 |k〉� ������ �������� �
�	��#

ρ1 = tr2(ρ) =
∑
k

〈k|ρ|k〉 ,���/.

0��	 ρ =
∑

j′,k′,j′′,k′′
ρj′k′,j′′k′′ |j′k′〉〈k′′j′′|� 
�"�� �����	��� ,���/. � �	��

ρ1 =
∑
k

∑
j′,k′,j′′,k′′

ρj′k′,j′′k′′〈k|j′k′〉〈k′′j′′|k〉 = ∑
j′,j′′

Aj′j′′ |j′〉〈j′′|, Aj′j′′ =∑
k

ρj′k,j′′k.
,����.

1��
�� ,����. ��� ������� 
��
��	������ ���	�� ��� ���������	� ��������
���	����� 	�
����	�# ��� �������	� *��
��� ρ1(j

′, j′′) 
��	!� ��������	 �����)
�� ���	� ��� �����

	����� ��� *��
���� 
��	!� ��������	 ���	� ���	��� �
��
��
	� ���������
	 ������
�"��
	 ��	�����
	 ��������	�
	 ��� j′, j′′ ��
��� 	������� ����)���	���� 
��	� ��������	�

2���� 
��	! ρ1� ��������� �� 3��
��� ,����.� ����'� ������� �"� �� �����
	
��� �	� |ψ〉〈ψ| �	 ��� ����� �������	� |ψ〉 ������� ���	�� 4�� ����	���� � *��
�
���
���	
 ��	
��# |Ψ〉 = |EPR〉 = 1√

2
(|00〉+ |11〉)�

5��	! ��������	 �������	� |EPR〉 ����⎛
⎜⎜⎝

1/2 0 0 1/2
0 0 0 0
0 0 0 0
1/2 0 0 1/2

⎞
⎟⎟⎠ ,����.
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�������� 	
��������� �������� � ���� ��� ����
���� ���
��� ������ � ����
������� ���� ���
��� (

1/2 0
0 1/2

)
����� 

!��
��� ����� ����� 
��� �� � 	����� ��� �� ��"�� �#�� ���
���$ 	�������
�������� ���������� �����
� �������� !#� ����� ��
����� 	
�%���� � ����%���&
���� 
�'�
��� 	������ �������� (����
�&������� �# ����� ���#���� ���#&
��� � )�������)� ����
#� �	�#����� ���
������ %���#��  ����� � �# �����
���#���� ��'���#���

*���� ��'����� ������� ��� 
�������� ����
���� ����$ ���� ������&����
�����
�& ������� ���	������$ ����#� +�	����� �����
&������� ���	������$
���%�������$ ����# ����� ��� ���, - N = M = 2.

|Ψ〉 = λ00|00〉+ λ01|01〉+ λ10|10〉+ λ11|11〉.
/�� �# ����
��� ������ ���
�$ ������ �� 
�������� ������ ����
���� ���"�� �#��
���� |0〉� ���� |1〉� 0 ����$ ��
�������� p2(0) 	������� |0〉 ��� ���
��� ������1 2��
��
�������� 	� ������ ����
����� ���"�� �#�� 
���� p2(0) =

∑
j

|λj0|2� 3�������&

��� ��
������� 	������� �� ���
�� ������ |1〉 ����� p2(1) =
∑
j

|λj1|2� 0����
���

��
������� ������ �������� ��������$� /�� 	������� �� ���
�� ������ |0〉� �� �
	�
���� �����
������ ����
����� ��	�
��������� ���"�� 	�������� �������
|ψ0〉 = a0

∑
j

λj0|j〉� ��� ��
��
�����#$ ���44������ a0 = (
∑
j

|λj0|2)−1/2� 3�������&

��� ��� �� ���
�� ������ 	�������� ������� |1〉� �� 	�
�#$ ����� ���"��� �
������� |ψ1〉 = a1

∑
j

λj1|j〉� ��� ��
��
�����#$ ���44������ a1 = (
∑
j

|λj1|2)−1/2�

5������� � ��6�� ����� |ψ1〉 �� ��	�����  |ψ0〉� �# �� ��"�� ����
�����
��� ������� ��� �����
� � ������
���#% 	
��
�����%� 7� ��"�� ����
�����
�% ���
��# 	�������� ����� ��� ��"��$ �� ��% ��$ �����$ ���44������. p2(0)
��� p2(1)� � ����� 	������ ���
��� )	�������) ����

ρ1 = p2(0)|ψ0〉〈ψ0|+ p2(1)|ψ1〉〈ψ1|. ����8 

�������� 	
��������� ��������� ��� ��� � ������� ��	�����  ���
���$ ����� �

9���� ��
����� � � ��6�� ������ ����� ����� 
�������� �� ��� 	������#�
���
��� )	�������) 
��������� ����
���� ���
�$ 	������#� ��$������ 	� 4�
&
���� ����� � ����� ����� ���

ρ1 =
∑
k

pk|ψk〉〈ψk|, ����: 

��� |ψk〉 & �����
� ������� 	�
��$ 	������#� 	�������#� � 
��������� ����
����
���
�$ 	������# 	
� ������� ��� 
�������� ����� ����
���� ��� ���
�$ 	���&
���# ������� 
���#� |k〉�

;�
���� ����: ������ ��6�$ ��� ��'������ �������� ����
�� �# ����� ���"&
��������  ���
���$ 	������� ρ1� <����� 	� �������$ ���
��� 	������� ρ1 
��&
��"���� ����: �	
������� �� ����������� +��� � ���� ��� ������ ��%���6��� �



���� ������	
�� �	�
��� ��

������ �����	
�� |Ψ〉 ����� ���� � ����	�
����� |〈Ψ|Φ〉|2 
�������	 ���� � �
������ ������ �����	
�� |Φ〉�

����

�� �����	
�� ��
���� ��� ������ 
������	 � ������� ������ ������
	
��� 
� �� 
� �
��� � ���� ���

�� ������� �� � ��� ������ �����	
�	 |ψk〉 �
!"�"#$ ����
� ������
 �
�� ����� 
��� 
�� ������
�
����� � � ���� � ��� �

��
�� ���
�� �%���� �
� ��
��
�
��

&��
���� ��������

�' ��%���( �� )�������� �� ����� *�+� %�� 1√
2
(|00〉 +

|11〉) �� ����� ��� 1
2
|00〉〈00| + 1

2
|11〉〈11|, -�����
�	 � ��
���
�� .����� �� ��

���� �� 
� %���� 	�� ����� ��� ��� /� �� � ����
��� .���� ������
�	� ��� ������
�	 
 ����
 � ����0� % ��
����� � �� ������ �� ����� *�+� %�� �� ������
1���� � %��� ����	 ���������� ��� ��� � ������	�� �
��

& ���� � ��� �����
�� ������
�� ��
��� ��.�� � ����� �.� ������ ������
	
�� ������.��
�' ������� ��� � ���� ���� 
� ����

���  ������ �����	
��,
��������	 
�� ��� ��������� � ��� � ������ � ��� ���
��	 ����� ��������

��������� �������� �������������

����� U1 : H1 → H1, U2 : H2 → H2 � �� �%����� � ��
�� �� �.�������
%�����
����� -� ��
���
�� %��������
�� U1 ⊗ U2 ��'������ 
 ��
���
�� %�����
����
�� %�����
���( U1 ⊗ U2 : H1 ⊗ H2 → H1 ⊗ H2� 2%���� 	���	 �� )�
�0�	
��������

�� �.����� ��  �
�'
�� %���� ��
�� ��'����	 
 .���
�� �����	
��
	�( U1 ⊗ U2 : |jk〉 → U1|j〉 ⊗ U2|j〉�

&�� ����0� ��
���
��� %��������
�	 � 	 ������.��
��� %�����
��� ��� 	�
��� ��(

U1 =

(
u11 u12

u21 u22

)
, U1 ⊗ U2 =

(
u11U2 u12U2

u21U2 u22U2

)
!"�"3$

4������ ���� ��%� ���	 ��
���
�� �.��
��
�	 .���
�� �������� � ���� ��� .�
0��� � %������	 � ���������� �.��
��
�	�� -�%� ���'�� ��������

�� �%��	�����

�� 
 .���
�� ������ �� ��
���
��� %��������
�	( � 	 ��
��� ��.�� |0〉, |1〉� � 	
���� ��.���� |00〉, |01〉, |10〉, |11〉� / %�����
��� .� ���' �����
���� �.�.5�
��
������
��

�����M � �
������� ��.���� �����������' �������� �����	5�� �� n ��.�����
 |Ψ〉 � ����� �.� ��
����� �����	
�� ���� ��.����� 2
� 
������	 
��%��

���
�� � ��5������� ���� ��.��
�� M = M1 ∪M2 
 �� 
�%�������5���	 
�%�����
�
������ � �����	
�	 |Ψ1〉, |Ψ2〉 
 ���� �
�������� ���� ��� |Ψ〉 = |Ψ1〉 ⊗ |Ψ2〉�
& %�����
�� � ��� �����	
�� |Ψ〉 
������	 �%��

��� � ��
����� �����	
�	
|Ψ〉 
 �
������� M 
������	 ����� � ��.��� 
����� 	 ��� ����� �
��� �%��
�

��� ��
���
��� �� ��� 	� -
�� �����	� � ��
���� �����	
�	 ���� ����� �
��
�� 
��� �
�� ���� s� ���� ��� ��5������� %���
������� M1 ⊆ M � �����	
�	
|Ψ1〉, |Ψ2〉 
M1 �M−M1 �����������

�� ���� ��� |Ψ〉 = |Ψ1〉⊗|Ψ2〉�M1 �������� s
� ���
��� � |Ψ1〉 	� 	���	 �%��

��� 6��� �����	
�� |Ψ1〉 
������	 ��
�����
	���� �����	
�	 |Ψ〉�  ������������5�� ��� �
������� M1 � 
����� �� 	���

7��� ����� .��� 
���� ���� �� �� ����� �
�� ��� � s �� �%���� �
�	 ���
��� �������������� ��
�� 
.��� M1 ��.����� 8�������

�� �

�� �%���� �
��
����� ������� �� ���
� � �� �% ����� �� ��� � ��
�� �����	
�� ����� ���
����	 ���
� . ���� � %�������� 2�
�� �� � �� ���������� �� ��� �����	
�	�



�� ����� �� �����	
� � ���	���� ����	
��

������	
� λj ����� ����� ����������� ��
 ������� ��� ������ �	
�� !����"���
����"��� ����� ε� #� 
�� ���$�! �	
�� %��� "� 	������%� ε � �	�� 
�% ��&���
������ ��� �%� � ���	 ��&��� ���
����� ����� ����� �������� '� �	
��
����"�� ��&��� ���%��% |Ψ〉 "���� C(Ψ)� (���
������% ��&��� �������
� ������� � ���� �� ������������� ���%��%�

����� �����	
 �	��


)��	����� ���%��� � �������� �������� ���%*�� �� 
�	� ������� S1 �
S2� ����� ��
 ���+� � �����
������ � ��
� ���,�� -! �������� � ���%�� ��� �����
��� �� �������. ��
 ������ �����/	 λjk � ���"�� � ���%��% ���,�� !
� ��

������ � ���%�� ���! ��$ 
�� ������� (���������%� ��� ���&��� ����
�����"�! ���
��������% ���	�������� 
��� �� ���
��������� !
���% ��$ 

�% 
���! 0���������! ���%��%� ��� ��� �� ����	�� ��������% ������ �
��� ������������ 1 ���/��� � 
�% 
���! 0���������! |Ψ〉 ∈ CN ⊗ CM �

2 ������ ����� ���� ���
	�*�%

������� ���	
������ ������ ���	��
�� |Ψ〉 ��� ���+� �������	
�� ���	���

�����	���	 
���� ��	�
��������

�� ������

|J0〉, |J1〉, ..., |JN−1〉; |K0〉, |K1〉, ..., |KM−1〉 � ����	��
�	��� � �����
�
	�� CN , CM �

	���� �	�

|Ψ〉 =
S∑

q=0

αq|Jq〉|Kq〉 ����,�

�� S = min(N − 1,M − 1)� � αq � 
��	����	���
�� �����	��

�� ������ 	����

�	�
S∑

q=0

|αq|2 = 1.

3������� ��� ��� ������ ���
���% ��
	�/��� � max(N,M)� 4	�� |Ψ〉 =
|Ψ1〉|Ψ2〉 1 �����	����� ���%���� 5!
� ������ �������� "���
��� ������
6������� ��	"��� �!
� |Ψ〉 1 ���	����� ���%����

'�&���� �����	������ ���%��� N 1 �����	� ��� �
��&���� �����
��
������������ 3��������� �� ���� |ψn

1 〉|ψn
2 〉 → |Ψ〉� � ����
����� ���� |ψn

1 〉 � |ψn
2 〉

����� ���
��� |ψ1〉 � |ψ2〉 ������������ � �� �	
�� ���� |ψn
1 〉|ψn

2 〉 → |ψ1〉|ψ2〉 ���
n → ∞�

)��"��� �	*����	�� �"�� � N � �����%��� � ���� 
 ��/� ������ |Ψ〉 ��1
����� �� �	�� �� ���/ �����������! ������ |Φ0〉. |Ψ〉 = |Φ0〉+ |A〉� ��� "�
‖A‖ ��� �����%��� � |Ψ〉 
 N � 4��� �	 |Φ0〉 ∈ N � �� ����� |Φ0〉 = |J0〉|K0〉 
�%
�����1� ������ |J0〉 ∈ CN , |K0〉 ∈ CM 7 ��� ������ �� � �� ��� � ��"����� ��1
"�� ��� ������ � ����&���� ����,�� 8�� ��
 
����� � "� � ����&���� |A〉 ��
����	����	�� �� 
�� �� ���� ������� �!
� �	
�� �
���� $�! ��
	�/��� ��� ��� �
|A〉 �� ��� ���	��� ��� &�� ��� � � |Ψ〉� -��� �� � ����&��� |A〉 ����	�������

�� �� ������ |J0〉, |K0〉� �� �� ��	"��� �������"�� � ������� ��� � ����1



���� ������	
�� �	�
��� ��

�� |A〉� ����	
 ��� 	��� ���� �� ���������� �� ��� ��� �	���� ��� ����	���
� ���
 ������ |A〉� ������ ��������������� ���������

�����	�  	���� ���� �����
� !���"�������"
 	��� ���
������ "�	�����#
��� �������� |Ψ〉 ∈ CN ⊗ CM "�" $������ ������������ ������������ |αq|2
%���������� $������ ��� � &��������'�

( $��) �����	� ���� � ��
��� ������� ��������� # �
���������� ��" ������	�#
�� SV D# ��������� ����������) 	����*� A � ���� SAV = D� ��� S, V # 
����#
�� 	����*�� � D# ����������� +�� ��������� �������� �����	
 � ���������
" ���������	
 ���
 $�	�����! � 
�����! 	����*, ����"� ����� 	����*� A #
������������ ���� � ���������� "��������� � S � V �"�" � ������� 	��
�
���� �	��� ����� ���	������� +�� ��������� ����
 ���
������� ���� �����������
	����*
 A "�" ���� "�$--�*����� λjk �� ��������� %.�/' �������� "�	�����#
�) �����	�, ����� S � V �
�
� 	����*�	� ����!��� " ������	 |Ji〉 � |Kj〉 � 
������
�����	��

0�� ���� � �1�	 ����������� ���� ����"� ��� �� ��
! "�	���� "�	�����#
�) �����	�� ����	��� S1� � ��
��� S2 �!������ �� ����
��2 3 $��	 ��
��� 

�� �	������ -�"�����"�� ����"� 	����*� �������� ρ1 �����) ��������	�� ��" ���
	� ���� � ���	 � �
���������� �����) "�	������ 4��� �� � $��	 ��
���
������������� ������ �������� |Ψ〉� ��"�� ��� ρ1 = tr2(|Ψ〉〈Ψ|)2
��� $�� 	��� �������� � ���� ������� &
��� CN # ����������� "������! ��#

�����) ��������	� S1 3���	�	 ��� ��� $"��	���� S1� "�����) �������	 �����
S ′
1� � ����������
���� �	
 ����������� "������! �������) CN � ��"���� "�������
�
��	 ��������� ��	� �� �
"��	�� ��� � ��� S1� ��� � ������� ������
	��)�
��" "�" 	� � ������	 ����������� ������ ��1�	 �������) S1 �����	� � S

′
1 ���#

��	� 3��� ��������� ����� Ai 	����*� ρ1 � ����������
���� �	 ���������

��"���� |φi〉� ������	 αi =
√
Ai� � ��������	 |Ψ〉 ∈ CN ⊗ CN "�"

N−1∑
i=0

αi|φi〉|φi〉� ��#
��� �� ������� �!������ ����������) 	����*� �������� %.�..' 	� ���
���	
ρ1 = tr2(|Ψ〉〈Ψ|)�
5� $���� �������� ����
�� � ������ �!������ 	����* S � V � SV D # ���#

������� 6��� ���������� 	����*
 A � �������� |Ψ〉 "�	������) �����	�� ���� �
��������� %.�/' �� "�$--�*����� ����	 �)�� �� 	����*
 �������� ρΨ = |Ψ〉〈Ψ|�
����������� 	����*� �������� ρ2 = tr1(ρΨ) � ρ1 = tr2(ρΨ)� 
 "�����! �
�
� ���#
�"���� ����� ��������! �����)� ����������� � �����	� |αi|2 � ���������
 	���� ��� |Ψ〉� ����� ���� ��"��� ���������  	���� �������� |Ψ〉� ������� �
"������� |Ji〉, |Ki〉 ��������� ��"���� ���������� ρ1 � ρ2�

����� ������	
 	������� �������

0�� ��"�� ������" � �����) �����	�2 &�����" # $�� ����������� !���
� 7���
�����	� "��������"��� � p̄ = (p0, p1, ..., pN−1) # �����" ����������) �!������ $��)
�����	� � "��������"�! ��������! x0, x1, ..., xN−1� �� ������ !���� ���� $������



�� ����� �� �����	
� � ���	���� ����	
��

�������

Sh(p̄) = −
N−1∑
i=0

pi ln(pi),

�	
� ����������� �� ���������� � 	�	��
� ����� ���
����� ���		���	��� �����
��� Sh(p̄) 
���� ������ ���������	� 	������������ ������ ��!�	�� �� 
�����

"�� ����#��� ������$ ������� �� 	����% ��������% 	�	��
�& '	��	������

����#����
 ������	� ������� (�� )�%
���

N(ρ) = −tr(ρ ln(ρ)),

*�� ρ � 
���+� ������	�� ������ � ��������
 	����� !�
����� �	��������� ���
�����	��% p̄�

,�		
���
 	�	������ ���� ������� |Ψ〉 = 1
(

√
2|00〉 + |11〉)� '*� ������� ����

���$� -�%	��������� ������� ����#� �$��*� ��	��*� 	�	������ ���� ���$� ���

�����	 
��� ���	�� ������ ρ � ������������� ���� � �������� ��� 
������

��������� ���� |j〉〈j|� ��	 |j〉 � ���� �� �������� �	������ ���� �����

���������
 ��� 
� ������� ����% ����� �� ����.�� �		������ ��� ��� �
��.�� ���� �	���	� ������ ����% ������ /�*�� ���� ����� ����� ��������	� �
	
�.����
 	�	������ ρ1 = tr2(|Ψ〉〈Ψ|) � N(ρ1) = ln(2) > 0� /� �	�� �� ����������
����*� ������ ������� ��������*� 	�	������ �
���.��	��

0((��� ��!�	����� ������ �� �	.����� 	�	��
� � ��������������% ���
	�� ��������% �((���� 1� ���	����� �!�!� ������� !��������	�� ������ 	��!��
���� �!������ (�!���	��� ��	�� 	�	��
� 
��*�� ���� 0��� ����	 
� ����
 �#�
��	������ � �����% *�����

��� ������	
�� ������� 
�
 ����������

2$��% (�!���	��% �������� ��
� ��
��� 	������	����� � ��������% �����
����������� ����$���
��� �� ���
 	��	������� !������� ���% ����$���
�% ���
��� ��!
����
� !�������
� �����% �������� � 	��	������� 	�	������ � �����

��� �
��� ������ !������� �	�� 	�	������ � �����
 ������ �������� ���������
����!����� � �
���� �����
 !�������
�

,�		
���
 �� ��
��3 ����$����� ��������� �
����	� � ���*���

����� �����	
��
 ���	�����

,�		
���
 ������ 	����% ����
���% ��	��+� ����#���� �� ���
���% 	���
��% �� ���	������� �	���� !��������%� )���$���
�� ����� �������
 �
�����
��� �������% (���+�� �� �� �*�
���� ��������� ��� � ��������
 ���	������
��� �
��� ���3 x : f(x) → xf(x)� 4	��
���� ������ �5��� �� ��������*� ����
	�������� ������ 	�	������ � ��	�����
� 
���� ����	��	������ ������� ���
� ��������
 ���	�������� 
���+� ������� ��������� � ���*�������� � ��



���� ������	
�� ������� 
�
 ���������� ��

�������	� 
���� ���������
��� ������

�� 0, 1/N, ..., (N − 1)/N � ��� ������� ��
��������� ����� xdiscr� ����� �������� 
��
�������� 
�
�������� ������� ��������
�� ����� ����
��� 
�
������ n � �������� 
�
����� ������� �� ��������	�
 ����
������ ��������� ���	�!������ ������	 ���" ��
�	 |0〉, |1〉, ..., |N − 1〉� � �����
��� ����
� ���!��
��	�� �" 
 
����� #���� ��
	���� $��
�������� ����������
�" ����� 
��� ��
	� 0, 1/N, ..., (N − 1)/N � ��� ����
��� 
�
������ �� ������	���%

�
���	�%� ����������������� ����
 ���
����
��� CN 
�
���� n ��������

& ����������� ���� �� 
������
���%� ��� ���������� ��	 ��������� '�����
δλ� ������� ������	�%�
� ��� 	������� ��������	� ���� δλ : f → f(λ)� ���
��������	� �� ��	�%�
� �������� ��������� �" ����������
��� ����
���	����
� ��
������� ��
���� ��	�� ��
��(�� �� ����� λ� )�� �� ����� ��� ������������
�" ��	 �� ����!�� ���� �� ������ ��� �(� ���� ������ ����� ��� ����������
���
���	�� �
������ � ������������ 
 ��������� ������� *����������� ��������� �����
������������ "�������� ���������� x+ ��� ��	 �� �� �������� ��
���������%� #��
������������ �
������� � ,��	�, ���������
� � ��
���� 
����� �� δj(x) ��������

��	����� 1/
√
dx ��� dx � ��������� ����� ���
����
�������� �����-�����

�	������� ��
�������� ���
����
��� CN ����� ������� 
�
������ |Ψ〉 ���� ./�/0�
� 
����!����� ���
����
��� 	������" ��������	�� ����� 
�
���� �� 
���� ����
〈Ψ|� ���
���%(�" �� 
�
������ �
��
������� �������1 〈Ψ| : |Φ〉 → 〈Ψ|Φ〉� ��� ��	���
���
����
��� 
�
������ CN ��������� 
����!������ .��� ����-���
� � 
	����
������������ ����	����0�

'�
���������� 
������ �
� ������������ ����� 
 ����������
��� ����������
� ������ �� �
���� ����� ��
�� ��� � ������������" ���
����
���"� ��!� �
��	 �
��� �������������� � ��������������� ��� ����	�!����� ������ ����
	����+
����� ������ �� �
���� ����� ������	������ �� ��
�	%��� ����"�����% �����!�
��
� ��
�����������

����� ����	
��� 
���	
� ����� � ���������� �������

2�������� �������� ����	 
� � ���������� 
	���� ����� � ����������� ���
��	���� ���

p : f(x) → �

i
∇f ./�/30

4�� 
��
������� ������ �
� ����	��
��� #�
������� exp(ipx/�)� 
 
��
�����
���� ���������� p�

��������	 
�� ���� ������ ������	 ��������� ������������� ����������
���������� ������ A� 〈i|A|j〉 = ¯〈j|A|i〉 �
��� ������
��� ����������� �����
������� ��������  ����� ��
������� �������!� ����������� 
��� ����!��"

'	� ��
������� ���������� ��
������� ���� ��������� ����	 
� 
	����� ��
�
��	 ����� 
� ��������������� 5�� ��

f(x) → 1√
2π�

∫
R

exp(−ipx/�)f(x)dx = φ(p) ./�/60



�� ����� �� �����	
� � ���	���� ����	
��

�������	
�� ������ ������ � ������������� ������� � ����� �������� ��������
 ������� !����

φ(p) → 1√
2π�

∫
R

exp(ipx/�)φ(p)dp = f(x) ����"�

����#
�� �������$ ����%���

�������� �	�
������� ���
���� � ����� �	��� ��	������� ���������� 	��

������� � = 1� ����	�� 
��������� ��	���
�� � ��
��
��� ������� ����������

�
��� ! "�
������� � ��	���� ����&� ����������� ���� �� ���	���	� �������

�� fp0(x) = eip0x/�� � �	�����
��� �����	�	������ �� ��������� ����	���� ��
�

(−A,A)! #����	�� ��	��� � �������� ��	��� � 	�������� �	� A → +∞ ��
�� ���

����$� � ����$� ���������� ����� ���	������ �� ����� p = p0� � ���
���

����	�������� � �������������! %���� ��	����� ���������� ���� � ���	���	�

�������� ��	���
��� � ����������� ���� �� ���	���	� ���	
�����& �������� �	�

�������� x ��� p �� ��	��� ������� 	���! "	�
������ �� '� ����� � ��	�����

�	���	���������! (� �	� �����	�	������ �� ���� �	��� �������� 	����
������&

����� ����� �� 
���������� ��� �� ����������� �� ��� �� exp(ipx) ����� �	��

��	��	�����! )�� ���	������ ������ ��	���
�� � 
���	������ �	�
���������!

��'������	 ���� ������� �����	 !���� � �������(� � ���� ����'����	�� '���$
���������� ��$'���#
�� �� �� �'��� '�'��	��	 n� �������$ '�'���� ���)

QFT : |c〉 → 1√
N

N−1∑
a=0

exp(−2πiac/N)|a〉

QFT−1 : |a〉 → 1√
N

N−1∑
c=0

exp(2πiac/N)|c〉
������

*�� +�� � ����� �������� ��������� ����� ���,� ��� ����$��� ����������� ��
�'� ���'����'��� ��������% '�'��	��$ CN ����� ��������� ��������� � !���� �
�������(� � �����

��	 ���������$ ������ '-������ -�� ��	 ���������$ a -�'�� a/
√
N 	��	��'	

����������$� ����������
�$ ���� �� [0,
√
N ] ���'��	���# .����� � �������
�$

'�'���� ������ ����� '-����� �������$�� /�(�� c/
√
N ������ ���� '�	 ��� ' ���

����'��� 0'��'������ ����'����� -�� ������' ����������� ���� �� [−√
N/2,

√
N/2]�

��'������ -�'����� ��'���������	 �� ���� �� [0,
√
N ]� ����� ���(���'	 � ��� '�����

��� .�+���� ������' ������ ���� �����
√
N(c/N − 1/2)�

1������'������� ��'������	 ���� ��������� ������'� ����� N � ������ +����
����� ���������� pdiscr = QFT−1

√
N(xdiscr−I/2)QFT = A−1QFT−1

√
NxdiscrQFT A�

(�� ���(�������$ �������� A = diag(exp(πia))a=0,1,...,N−1� 0(� '��'������� �������
����� ����� ��� A−1QFT−1|a〉 ���� ������ � �% '��'��������  ��-���	�� ����� -�'�
��

√
N(a− 1/2); a = 0, 1/N, ..., (N − 1)/N �

2���� � ��'������� ����'�������� �'� '��'������� '�'��	��	 �'�����% ��������
��� ����������� �� �������� � ��� ������% ���������-�$ ' ��������-�'��� ������
 ��� 3�  ��'� �'���� ����� �������-�'��# ��%���� ����������% ������� �����$
!���� ��	 ���������$  ���'� �� ��'������(� �����(�� 4������� ���� ���� -�� �'�
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����� �	
 ��������� ������ �� ���������� ���	���� ������� �������� �� ���
��	����� ������� �������������
 ������ ������� � �������� �������
 !���"�#
����
 �������� �"��	���$ � �"��%���& �� ������� � ��%� ��
�	���� �������
������� ��"�	������ '�������� ������
�
 ��� �������� � ����������� ���"�
� ���������� �� �� "� "�%�" ��	�������
 �"���� ��������"� ��������"� �
�������"����� ����������� �� ���� ���������� �������� ��
������ � ��������
�������

(������� !)��)$ ������& ��
"�" � ������" �������" ��������������" ��#
���� * �� ��"�+�& "�%�� ������� ��	���"��	���� �������� �	����"� ����#
�
+�� ���	�%���� ���	� �� �������	���� "��%��	� !,-.$� /��	��� �
 ��������
��������� �������������
 ����� �� �������" ��"��&��� ��������� � 0��	�#
%����1 ���	��� �
 ��
"��� �������������
 ��	�����
 �� ���� ����+����" ����
����
+�� ��������� � �� ���
����

����� ����	
��� ������� �������  ����

(������ "�"��� r × p �� ������	���& ���"����� 2	
 ��� ������ ���������
���"� ���� �����3�� �������������
 ����� �� ��%��� �� ��� �������� �� �#
��	������ �� ���

(ydiscrpz discr − zdiscrpy discr, −xdiscrpz discr + zdiscrpx discr,
xdiscrpy discr − ydiscrpx discr).

!)���$

(������ %� ����� �"�� ��� (σx, σy, σz)� ���

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
!)��4$

# "��� � 0��	��

��������	� 
����		

5�"��� ������� '������� �������"�� ��"�	�������"� �	
 "����������� ��#
��"� ��� ��""� ����������� � ���� ��	���� '������� H = Ekin + V � ��� �	

����� ���� � Ekin = p2/2m� ������� �"��	��� p = �

i
∇� ���� ��	 ��� ���� �
�

�����
+�
 �	��� � ��������� V = V (r)� � ������������ ������� �� �"�	����&
������
 ��� ���	
����� � ��� p2 = − �

2

2m
Δ� Δ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
� �	
 �����	����

���� ����������� � ���� ��	���� '������ ��	�����&�
� � '�����
 "�%���� #
���� ����"�������
 ��%� ����� � ��"�	������ ��� ���	���� �	����"���

6 ��������" �������	���� �������� "������� ��"�	������ 
�	
��
 '�"�#
���� "��� �� ���"��� N ×N �

����� �
����������� ����	
��� ��������� �����

7�	� A � B # ��� ���	&���"��� �� "�%�� ��"���� �������"���� � ����	&���
������& 	�3� ����� ����� � ��� ��� ��+�
 ����"� ���������� �������� ��#
���	
&+�
 ������"��������� ����� ����� ����������� 5� �"�� "��� ���� �
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���
 �
��� �
��� 
�� �
�������!� �
 ���� [A,B] = 0� " ��
��#�
� ������ �
���
�$������� 
��
� �$ ��% �$������� #�
�
� ���� �
��
� ��$��
� $�������� &
'�
�
�� �
#
��� ��
 ���
�������!(�� ����!����)� ����$� �$������ 
��
#������
 �
���
�!��
� �
��
���!�

���� [A,B] = C � �) 
�
$����� ����$ δA, δB ��$��
� $������� ����)% ����!�
����)% ��� �$������� �% # ���
�����
 �
��
���� �
 δAδB ����� ��
�
�*�
�����

�
��� C +�
��,���-.�

&�
���!�������� �

��
���� ��
���������
���� ��

���������������� �� ����
���� 
��
�
 ������#���
�
 ������ ��$���)� $������� �
�
�
�
 ���� #
$�
,�)� $���
����� ��� �

������) ��� � �������� ���
� ���������
� �����*)� /�� �) #����� 
����%
� 
� �

�������
�
 ��$��� � ��������
�� ������ 
�����)� ���
���$
#�����
0����� 1�� n ������
� ������) 
���������� $������� �

������) '�
 ���
���$
�
#���� ����� #�� +��2�. � ��� n = 1 �#
����� � ���
���$
#���! 3������

|0〉 → 1√
2
(|0〉+ |1〉), |1〉 → 1√

2
(|0〉 − |1〉). +��24.

5$������� �
��
���� |Ψ〉 = λ0|0〉 + λ1|1〉 # 
�
�% ��$���% �$
���,��
 �� �������
��� �

1
��,��� ���,� ��
 [x, p] = i� � �
������
�) �����* &���� �
�����!��� �
�

��
����� *��������
�
 ���� �������� [σx, σy] = iσz � ���� 1
��,��� ��
 �
��
�
����) �
����� �������� �
�����!��� ����� ,� �
�����*�
��)� �

��
����� 
��
 � �����*) &���� �
���
 ��$ ����
� �����*)� &
'�
�� ���� �
���#���� �
����
�� �������� +�
 #�� ,� 
��������� 
� ���
 ��� ��
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������� � ��������� ��������� �������� ���
�� ����������  ��������������!�� 
��� ��� �  ����������!� � �����"����!�
#���$�� �  �������� ���������� ������� � %������ ����� �������� ����
������
��& ���������! x � ���������! ���!��� py� '���� ����� ����
������� ��������
��!� (������
���!� ���������! ������� � �$� ���	���� �
������ )�������
#�� � ��*	������ �����! #�� �� �����
������ ������!����
����� ������ ���������
��������

��� �����	��
 ������


)� ��� ��� �� ��!��� 
����� �����	��	 
 (������
����� ������ 
������� �
����� ��� ��� ���������� � ��� ��� ������� �������� � ���!������� 
���
��+��
���������� %����� ������� � ���!������ ����� ���� �� ����� �������� ,��������
�
������ �����"� 
 �������� �����"������ ��� ���� 	
	���	 ��������� � ���!�
������� ������ ����$� ���� ������� �� ���
���� �� � �����! ��������� 
������
�����	��	�

%�����������	 -�����$�$�����	� �
����
�	 �������� ������ ����!��!��� ���
���� ������� � ���!������� ���
��	+�� � ��������� 
������ �����	��	� � ����
�������� 
��!+�� � ��� ����
����� !�������� #
��"��� ��$�� ��������� 
�����
�� �����	��	 ���������� �� ������������������! �����!� 	
	�+��!�	 ��.�����
!��
����	 /�����$���� ����� ����!�� ��������� ��� �������
���� �����������
���$� ������ � �� �� ����� ������
����� ��� ��� ����
������ ��� -�� ���� �������
����!��� ��������	 � ����� ���
���� � ��������� 
������ �����	��	� ,��������
���� #������ �� ����� �������� ��!$��� ��� ��� ������� �
!� #�������
 �����
������	���	 !��
����� /�����$���� 0 ����� � ���	�� #�������
 �������� ����
������
�����1 2���� ���������������� ��� ����� 
��!���� 
 ������� � ��������
��
����� ��������� ����� 
��
��� �� ���������1 ,� #�� 
������ �����$�$�����	
�����	 ��
��� �� �����
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�����
�
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�� ����� �� �����	
� � ���	���� ����	
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����� �	�
���� �	�����	� ���� 
��

i�|Ψ̇〉 = H|Ψ〉, ������

��� H � ���	���	 ���	� � �����������  	����� ����  !�� ��" ����� �	�
���
�" ���� 
�

|Ψ(t)〉 = Ut|Ψ(0)〉, Ut = exp(− i

�
Ht). ������

��	
���� �� ����
�� Ut� �
���
���� ����
���� ��������� ���
���� �
���
�
�� �
! �"�#����" ����
��
 �������� � ��� �� �� $��"��� �� �
 �$�� ��% 
�
�
� ��� "�"�!��� |Ψ(0)〉� 	
	 � 	�
""���"	�� "���
�� 
 �
 �"� ���"�
�"�� 	�
��
���& "�"�!���� � �" �
 �"���������� �
�
� ��� '��	��� |Ψ(0)〉� ������ 
	�
�� �
""�!��! � (�� #������ ���"�
�"�� � ����"� "�&�
�!�"!� )� �
���
�
�� ��� �#*�� "���"�� ����
��
 �������� ���� ���"�� ��
	���"	�� "��$"���+
��%
 ��
������ ,��$��(��
 �� �(� ��$�'�	
��� � 	�
����� �"������ ��
�������
"�� $
���� ��"����� ����� ���"�� ���$�� )����
- �$��"������� �
 ��� �
$� "���
$� � �
 "�&�
������ ����� ��	��
 "�"�!��!� ���� � ��� �� ���
���� ����
��
"�&�
�!� �"� $����� � ����� �%�#	
� �
� �����	���� ��� �� #�$� �
"�- 
 �"��
��
 "�"��
���"	
!� � �
�
"
��� �%�#	� ����"&�$� � ��$� 
��'�����"	�� ����
(��""���

.$�
	�� ��� �� ���� #�� %�� �
������"� ���"�
�"�
 "�"�!��� �� ����� �
���$ )����
� /"�� �
� ����"�
 ����
! $�
(��
���
��! (
��� ���
�
� � �" 
�(� "�#"������ "�"�!��! |Φ0〉, |Φ1〉, ..., |ΦN−1〉 � �& "�#"������ ��
����! E0 < E1 ≤
E2 ≤ ... ≤ EN−1 ��& �"�($
 ����� �
"������ � ��� ���!$	��� � ��%���� �
$
��
0�%� ����"��
�"! "�
��+

|Ψ(t)〉 =
n−1∑
j=0

λje
− i

�
Ejt|Φj〉, λj = 〈Φj|Ψ〉 ����1�

���	
�
 2�

3
	�� �#�
���� $�"
���� ��%� �
$
�� �
 "�#"������ ��
����! $�! (
��� �
���
�
+ H|Φj〉 = λj|Ψj〉� � ��
������ ,��$��(��
 ��%����

����� ����	
	�
 ��
�	�
�� �� ������� ����	����

��������	 
�� �������� ���������� ��� ������� ��������� ρ(t) ����� ��

i�ρ̇ = [H, ρ] = Hρ− ρH. ����4�

��������� ���� ���������� �������� ����5�	 � ����� ��������� �������

���������������� ������������

6�
������ ����4� �$�#��� ��
�����! ����5� ��� �� �(� ����� �#�#*� �
 "���
�
�	���� 	�
����� "�"���� � 	����� ����"&�$� �� �� 	� ���
��
! �������!�
�� � ��"�!���� ��������! �	�*�(� "�"�!��! "� "����� �	������!� 0
	 �� ���
$��� ��%�� ��������� 	
	�����#� 	�������� "������ "�"��� ��$� 	 ��!������
"��%
���& "�"�!���� 	����� ��� �� ���"��
�"! ��	���� "�"�!��!� 
 ��#��
���"
��! � ��$� �
���� �����"� � ������ � ��� �$�#"�� ��
�����! ����4��
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��� �� ������ �� �	
�� ��	��� 	�������� ���
������ 
�� ������� ���������
�������  �������	 ��� ����� !	�
����������" ������ � ������ #���$%�$ �������
���������� &���'�
 � � �����$ � ��
� �����%�  �������� ���(����' ��������"
����� � ���� ����������� ��
������� �� ����������" ��������" ������� ���������
��������� �  ��%��� �����������" #���$%��� )���*���� ����+� , �������� ������,
��� 	��������� ������� �� ��	�� ��-�� � ������� ���������" ��������" ��	�",
��"  ��%����  �� ������� ���	-���� �� ����� 
������������"  ������ )�� �����
����(��  ���������� �������� �
���� ������ 	�������� ���
������ 
�� �������
��������� 
��� �	(	$ �������	$  ��*�
�	 
�� ���� �������� ��������" �������
������� 
���	$� ���-��� ��������

����� ����	
��� 	���	��

.�������� ������ �������� �� ������ ���������  �������	���� �� �������  	,
��� 
����-���� �� ���	$ �����%	 #���$%�� exp(− i

�
Ht)� /�  ��
 �������� �� H

,  ��������� �����%�� �� ��� ��-�� ���� � ��������" �� ������� , �  ����
���
��	�� #�� �����	 ��
� ���������� ��� '�����������	$ #�� �����	0 �� �� �	
��
���������� #��� �� ������ ��� ��� ����� ��������� ����� �� �������  � �	*����	�

&	��� #������� �����%� #���$%�� �������$��� ��� uij� � �������� ���������
|Ψ〉 = |Ψ(0)〉 ����� ��
 ������ ���
�  ������ ��������� 	���-���� 
��� ���������

λi(t) =
N−1∑
j=0

λj(0)uij� 1��������� ���  �
������� )�� �������� �� ���	�����	$*��

�� ���	
� λi(t) �$���� ��������� |i〉  ��	����� �	����������� �����' ����
��2 ��
��-
��� ��������� |j〉� �� ��� �� ���	
� λj(0) #��� ����
  ��	����� 
����-�����
�� uij� ����� �������� ���� uij �������� �� ���	
�"  ���'�
� |j〉 → |i〉�

3 �� ��� ���������� 
��  ����
���������' ��������� �������2 [0, t] � [t, 2t]� 1�,
�	�����	$*�" ������ ��������� |Ψ(2t)〉 �	
��  ��	����� 	���-����� ���������
������� �� ����	$ ��� ��� �����%� #���$%�� U2

t � &�  �����	 ��������� 	���-�,
��� �� �����

λi(2t) =
N−1∑
j,k=0

λjukjuik ����4�

�� ����  ���'�
 ��	*���������� � 
�� #�� �2 ������ �� ��������� |j〉 � ��������$ |k〉�
� ����� �� |k〉 � |i〉� )���*�� #�� �� ��	�" �������� ������� T = nt ��  ��	��
 ���'�
 �� ��������� |j〉 � ��������� |i〉 �
���  	��

|j〉 → |k1〉 → ... → |kn−1〉 → |i〉 ����5�

 � n−1 ������" ������"� ��� �� ���	�����	$*�� �� ���	
� ��"
����  � !���	��

λi(nt) =
∑

j,k1,r2,...,kn−1

λj(0)uikn−1 ...uk2k1uk1j ������

6� #���� �� ��-�� �
�����  �����" ����
� &������ ��'�-
���� �� ���	
� ���	��,
���	$*���  ���'�
� ������� � ���� �� �� ��
� ���-��� �� ���	
�  ���'�
� �
���
���'  	��"� ��
	*�' �� ���' �������' ���� � �����	$ � �� �
��� �$���� �� #��'
 	��" �� ���	
�  ���'�
�  ������-�$���� 7��  ������ ��-�� � ������ 8����
� %�,
!�������8�  ��
��-������ 9�"������ � ����� :�; 
��  ������� ��<������� ������
��������" #���$%���
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�� �� �����

��� ����	
���  �������� ����� �� ������
� ������������ ���� t � ����� �
	
��� ����� n � �������	����
� ��� 	�� T = tn ����� ����������� ������� ����
�����

  !"�#$ ��������� �� ���������� ��
�� 
�� γ : x = x(t), t ∈ [0, T ]"
%�� �������� ���� ��������
� ���	�& ���������& 	���
'�" (���
����
�   !"�!$
��)�� ����
�� �� �� �����* ���� �� j� ������ � �� ��� �����)���	��� ��	���
k1, k2, ..., kn−1" +���� ����� ���� 
�������

Ψ(y, t) =

∫
R

K(y, x, t)Ψ(x, 0)dx,  !"�,$

� ����� ������
���  ���
�� �	
����
� ����
'� ���)���� ����-���  ������
����� ���	��*

K(y, x, t) =

∫
γ: x→y

exp(
i

�
S[γ])Dγ,  !"��$

��� S[γ] � ��&��
� ���� ��������

 γ� ������� �	
������� �� .������ S[γ] =
T∫
0

L(ẋ, x, t)dt� ��� L(ẋ, x, t) = Ekin − V � ������)
��� ����& �������
 �
���
	����&


 �����'
�����& �����

 	���
'�� �
)�/�&�� 
� ��	�
 x(0) = x  ��	�� x(T ) = y"
0�� .���'
� K(y, x, t) ��������� ����� 1�&������ � 
�������  !"��$ � .�&������
��
� 
��������� �� ��������
��"

2��
 ��	������ �������
� 	���
'� Ψ(x, t) � �������.���'
�� ���������	�����
 ��	�� x0� �� .�&��������� ���� ���� ������ .���'
�  ������ t" %�� ����
	�� �������& 	���
'� V = 0� ��� 	�� ��&��
� ����� 
��������� �� �
���
	��
���& �����

" 3�)�� ��������  ��" 4�5$� 	�� ���� ��� �������& 	���
'� 
���� 
�
c · exp(−im(x − x0)

2/2�t) ��� ��������� c� ��
��/�& �
6� �� �����
 t" 0�� �����
������ ��������
� �������� �������
� �������& 	���
'�� ������	����� ������
����	����&  ��	�� x0* ��� �����������
��� �� �� ��� (−∞,+∞) �� ����&� �����
������ ������
& �����)���� �����
 t > 0� 	�� 
������
���� ������6��
� �������
���������
 7�����
�����
������7"

8�������� ��������������� ���)��
�   !"��$ �� ��)�� �
���� ���������
����������
� � .������&  !",9$� � 
�����* ����� ��� ����� �
���� 
 ��
 �	
����


���������� ���������� ����� ���
�����
���� ���   !",9$ 
����������� ������)
���
� �������� �����'
������ �����
� ���
� �� ������ �
���" :�� ��� ��;���
���

8�������
� ������
� <���
����� ��� 	���
'�  �����'
��� V " 2��
 �� �����
/��� �
���
� �� �
���
	����� �����
�� �� ������
 ����� ��  �������* �
���
�����
 ���������� ���������� �������
���� �
���  ������)
���" =�&����� �
���
�
	����& �����
�&" 2� ���)��
�   !",9$ ��� p2/2m �������� � ���)��
�� 	����
������)
��   !"��$* mẋ2/2� �� �� �-��
��� ����" >������  ������

 <���
�����
 !",?$ 
������ -��
� ��� ������& 
������ p = �

i
∇ �   !"��$ � ��� �����
	���
&


������ mẋ" %�� ����� 	���� ����&�
 �� ���� � ��������� ���� ����6
�� ������
��� �����������
� 1����� ������� 
����
� ����* p2/2m ������
���  −p2/2m� 	��
 ��	����
 ��)�� ��� �������
�  !",9$"

8���������� ��� �����)���
� �� ���� ������������� ����� 	�� .�&�������
�



���� �����	��
 ������
 ��

������	
� � ����� �����	
����� ��	���������������	� ���	
��� ��	�	��
��
��� �������� � ����� ���� � ���� �� � ���
	��  ��	��
� �	 ���	
���!

"����	������ ������	
� ��
������ �	��� #�	��� ����������� 	�	
�� �	��
�� �� ���	����� ����� �� �����	�� ������������� ����$�	 � ����������$
��
� �� � ����������! %�� ������	
� ���������� ##&	���� �	 �
� 	� ����
�����$ ������ ����$  	���'� �
� �	��(����$  	���' � �
�����	������ �
��
 � ���
��� �� ��
���� �	������� 	��
����� ������	��� ���	 ��
	������&��
	��� )��! ����� ���*� 	 �	�(� � ##&	�� ��	����� ���	���� �	 ��
�����������
�
� 	�� ���	 ���(���� �	���� ����$��� � �������� ��	����� � �������
����	!

+	(���,�� ��������� ������	
� "����	�	 ��
����� ����� #-�������
����$�	 � ��	���� ���	��� ���	���� � �
	��� �����! .	������� ����
�
�
� ���	 )/!��*! 0���� ���������� ������	'�� � ���� ������ ���&�� � �	 	
���
� �� � ��� ��! 1 ����� ���$ ����� ���� ��� ����
����� ���� γclass � �
	����
 ���	� ��	������! %�	 ��	������ ����
����� �� ��(����	 ���$ �����$ ����  �
�	 ���
������� ����'��� ��
��� �	��	'�� �������� 2�������3

δS[γclass]/δγ = 0, )/!�4*

����� ,�# � �	���	�� ����'��� �	�����,�� �������� )�������� �	� ��
���� �� �	�����,��� �� �	��	'�� ��� �	��	'�� ��	������ ��
��	�*! 2(� ��	�
�	�� )��!� �	������� ���*�  � ��	������ )/!�4* �����	
���� ����� �	��� 1����	!

5������� �� ���
����� �	���
�# ��'���� ��#��	� ,	� � ������� dt! 6�
�
��� ��'��� �(� 	����	�� ������	����� ��#�	� �	�� dt� ��� ���� �������
��� �������� dS #���� �	��� #
�,� ������� 7
	��	 � ≈ 10−27 ��� ���!� � �
����
� )/!��* 8��(����8 �
�� �� ��	������� ����� #
���� � γclass� ����  �
�������� � ������ ��
� ��� ��	���� � �� �	��	'���� �	�  � �
� ���(����
)���(���� � �� �������� ��	������� #
����$ �* ���
	��� ���� ��	������� �	�
(����  ��� �	
�� ����	 #����� �'�

�'�� ��������� � �����	�&�� �� ���
������������ $	�	����	 ����������'�� � ����	 #���� ����(	�� 
������ �
�
���	&���� � �	(���� ��	�� ����,� ��
	�	 ���(���� �
	��� ���� ��	����
���!

6�
� (� �
� 	����	��� ���	��� ��'���	 ��#$��� ����� �	�� �	
�� ,	�
� ������� dt�  � ��������� �������� �	 ��� dS #���� ��	���� � �� �������� � ��
���	�� � ���
	��� ����� ��	������! 2� �(�� �����	�� �
�� ��
� � ��&��
��	���� ��$	����� � ���	 �	 �	
� dt ��
� #���� ����� ��#� �	� ��	����� #-�
���9 � ���� ��� �� ����
��	�	 #���� �	�� (�� �	� � ��� �
	��� ���� ��$���
� �� ��
���
���� �
(���� ���
	�� �	�� ���� ���	������! :�� ��
 � ����
(���� �
�����	 � 	��� � ����� �	� ���
	�� dt  ��� �	
��� �	�  � �����#�� �
���
	��� ������ ��	�������� �(� #���� �����(�!

:�	�� �� ����� ���	���� �	 ���(���� ����� �#�	���	���  ��� �	
�$
	��
���� � �&��� ������� ����� ��$�� ����� � �	
����,�� ���	 ��������
�	� � ��#$������ ����� �����������	� � �(� �� ������ � ���������
��$	���� � ������	���� �����������	 �
� �
(��$ ������!

7��#��� � ��&�� �����	�����$ ������	
� � ��	������� ��������� �	�
#���� ���
����� ������� ��#��� � � ��  	���'�� ���(�&���� ��
� �� OX�



�� ����� �� �����	
� � ���	���� ����	
��

���� ���	 
���������� ���� ���� �������� ��������� �������

� ����� t > 0� ���� � ������� ����� ��� �� ������� � ������ !�������� "� #���$

#���%��� �� ���!���� &!'��#����� &�� ������ #�� ����� t ����(�� ���'!�$

�� #������ #����� �!����� �� ���%���� ����� &� ���'!�� #�������� )�*�� ��

���'!� ����� x �!����� ���� ����� x/t� � #�������� � ����%���� ��� ��*���%�$

��� ������ '������� �!������ �� #������ ���� �������� � ���� a exp( imx2

2�t
)� *�� a

!������� +��,�! ����������� ���� ������ ,��!��� �'����%�� �� �����!� ����
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 ����	� ��	������������� ��	������ ��

��������	 
�� ��� �������� ���������� � ������ �� ����� ����� � ������
���� ������� ��������� 
������	 ������ �� ��
�� x �� ���� t	 !���� ����"
��� �� ������ ��������� �� ���������	 
�� � �� #������� � $%&%

��	 
������� ��
���� ����� 
���
������ ������� �������	 ��! �����"��#
 ������ 
�� �
�	��! � ����  �
� �������� �� �
�� 
�� �
�	� ���$�� ���  ����%
�� ���! ��� ��� �"�	 
�� �
�� � �� ��������  �� �������	 �� ���$�� ��� � ��%

������� ���������� ��
��� �������	 ���

�������� 
������� ��
���� �����	 �������� � �
���� �� �������	�� �� ��%
��� ����� � 
�
����� �� ���$�
��� ����� ���� x = ε, 2ε, 3ε, ...! ��� ��� 
������	
��
���� ������� 
��
���
��" &� �'���& 
 ��� �� �� ���'� ������ (�� �
�����
��
���$�� ���������
	 � � ������ ������ 
������'� ���$���	 � �� ����# �� ���%
����� )����� ��$�� ������
���� ����
�	��! ���  ��� ���
	 �� ��� �� '�����

��� ������	
 ��	���	
 ������	� ��	���� ����

�� ��	������

*�� � ��
#���� � � ��������  �

��� ������� 
�
���� 
� 
 ����! �� ���"���
���'�� ������� ���	��! �� 
��
���� �������� ���� ���	 �����%�� ��
�� 
�
����+
(��� ��� �
 ����� ���,�� � ������
��� ��������� -�� ��� ! �
�� ���� �
��
����
)����! � ���� )���� ������� � ���! ��#��	
� � ���������� 
�
��	��� 
 ������!
���� ���� ���'� )����� ����������
�� � ������ � ��	�����" 
��,����'� 
�
��	��	
�����! �� �
�� ������� ����'� �����
��! � � ���� �� ���� ���� ���
����� ��� ����
������
���

.� ����� ��$�� �� �����! ��� � ��
#���� 
 �������,�� )������/ ��$�� ���!
�'� ����� � �� ���"����! � �� �� ����
	 �� ������'� �� ���� � � ������ � ��� �����
% �
�  ���� �
�� �'� ���  	���! �� ���$��  �

��� ����� 
�
��	��� ���"��'�
	 �
��
 ����� ��� 
��,������ 0 ������ ����� �
�������� ��'��%�� � ����� �� ���� ��%
��� )���� % #� �,�! 
�
���� &����%)����& ��	�� ���� � ��
��� 
�
��	���! � �
��
� ������ � �'�� )���� ���
�� ��,�'�! �����,�'� � ���%�� ������� ! ��� ��'�� � ��

���� ��� ��� ������
�� 
��,����'� 
�
��	��	 ����������� 
�
����� 1� �
�� ��
��$�� �� �������! ����� '��
	 �� )���� ���� ���" ������ ��'��! ��'�� �� � ���
� ������ ������ 2
�� �� �
� ��� ��
�� ����� ���! ��� �� ��$��� �'� ����� ����
� ��� ���� � ������� )����! �� ��$��! �����		 ���
! �� ������� ������� ����%
' �)��! ��� �� ���� ����! �� �
�� ��� �� ��� )����! ���� �� ��'��%�� ������� ��
��,�'� �����! ��� � �'��3 � � ������� ������ )���� �
�������

4����� ���� ����� % 
����
����
���� 5 �'� ������" �� ��$�� ������ � ��� ���!
�
�� �� 
�
��������
��� ���� ���� ������"��# )������ � ���������# ��
�� ����%
��#! ��� ���� ���� ���! � �
� )����� �� �$�"�
	 �� �� ����! � �����	 � ��� �%
 ����� ��	 ���� ����'� 
����	 �����	 
������ ����� ����"�����3 ������ ���������
��� �� �
�'�� ������ 
����
����
����

6�������� �� � ����� ��� ��� ������
�� 
�
����! ���������
���"��� 
� 
����%
��� ��� �� �$�����! �� ���"��� ���'�� ������� ���	��! ���
�����
	 ������%
�� � ������	 7 ����'� � ��	 ��� ��� ������
��! ���� �� ��������
	 ���������
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� � ���	���� ����	
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�������� 	
������� ������������� � �������� � ���	��
� � �	��
�����

i�ρ̇ = [H, ρ] + iL(ρ), L(ρ) =
N2−1∑
j=1

γj(AjρA
+
j − 1

2
{A+

j Aj, ρ}) ������

��� ���
� �
� Aj ��!���" �# $�� �
�� ������
�� ��� %  ���&��% ���� � � ����
 '��� ���
� �
��% ��
�!����� ( �
 ���
�
������) ��!� � N2� ��
��� �
��
� 
��� �� �	���# ���
� �
�� 
�!��
� N ×N % � �� �
�� ����#
��� �
�!������
��
����#� �# �� $�
�	�� 〈A|B〉 = tr(A+B)� *���( '�
�! �
�� � ��% ����	#  
��
�+% ���!��'��� ���
#&����) ���
� �
% � ��� 
+� ��(��� '��� γj #��#" �#
� ������� #� ��)� �# $�� �
� ������
�� ���  Aj�

, � 	
������ #��#� �# ����-���� �� ���� ���) ��	'�) ��������� ��
��������
	
�����# Ṗ = AP ��# 
���
������# ��
�# ��� �) P . ��� � ��	'�)��/ �
�+����/

����� 
��� �# !������# ������ ��
�# ��� ��/ 
���
������)%  � �� ( �����
�� ������) ������� �� 
+� ��� ��� %  � � ���� ���) $!�� 
����� 
��� �#
��# �� 
+� ��� ��� % �
'�� �����	" �# $!'���� �
'�� �����  ���) ��
�����

0������� 
����� 	
�����# ������ ��&� �� ( �
������� �� �� ��	 ,)��
��
1��� �  ��% ' � �������� ��������� � �
���) '��  [H, ρ] ��� �� � �	� 	� �
��)
������. 2 � ������ �� 	���'��� ���'�	 ����% ��2 ��	 !���( �� ��!��
��" �� ����'���� ��	'� �� ��� 
��� 
�� � % ��� �
����% �� ����/����� 
� �
����� �����  �'��/ �� ����  �� 3	�����	  �� 3����� ��&�� �
��� ��
� ( � ��� ��������� ��(���  �����% ��&��) ! �� �
�/ ��� �� � �	� �
����
tj% ��'��� �# � �� 
+� ��� ���  ρ(tj)  ��� � ! ��	/ ��)� �)�

�� 4�'��#� �# 	� �
��# ������ �� 
+� ��� ��� 

ρ̃(tj+1) = ρ(tj) +
1

i�
[H, ρ(tj)]dt.

5� 4�'��#� �# ��)� �� �	��
���
� �
� �������� L �� �
���&	 �'�	" �� �

+	 ��� ���  ρ̃(tj+1)�

ρ(tj+1) = ρ̃(tj+1) +
1

�
L(ρ̃(tj+1))dt.

6� 
+� ��� ���  ρ(t) � �"��) ����� �
���� ���&�� �� ( ����& ��(��
��
��������)% 2
� ���)%  �� ( ���'��) ����� 7������� ��� 	����#% �
 ���
�' ��	'�)��/ �����% ��&�� ����� ������' ( ��
�/���� � ������ ���
'���
��) �� 
+� ρ(t) � ��
�������) �� 
+� (ρ(t) + ρ+(t))/tr(ρ(t))� 1�# ������'��#
����& ��(��) ��
���������  �
 ��	'�)��/ �����/ ��&�� ��'��# ( ��� 
�!%
���
��
% !� 58 �����% ���� ������ !��'��#% � !� ��% �
 ��#���� ������ � 
�
+� ��(���� !��'��#% ��

�� 
��� ( 2  !��'��#% ��
�
���
����## ����	 �� ���
�
	�� ���� ������ ��� �
��
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���� . !�������� ��%��$ �� ������� ��������� � ����$ �� .��� ���!�� �������� �
.((!��� ���!�!��� ���!�"�� &��#� -��&!�� � ����! y� 2��!�"�� &��$ -��&!� �!%0
�� ����� � ����! y �������!��� ��3!� !� � . !����� ����� x ��������� � ���������
|1〉� �� �����!��/ � �����"�!$� ��#�� . !����� ����� x ��������� � ��������� |0〉 �
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(���������&� ��� ��� �� �! ����! ���!� �!%�� ������ ������ 5�#�� ��%�� �����0
���& ����! ��!�� τCiNOT � ��� �!�!� .�� ��!�� ������$�!� ��!�-��������! CiNOT �
4!$�����! &��� ����& �������& .�!�#!���!���� �����!$ y0 . !������� �����!�����/0
6�� �� �%!���� x 0 . !������ |0〉 � |1〉� ����� dE0 = E0

1−E0
0 � dE1 = E1

1−E1
0 �����!�0

���!���� 5�#�� �!����� ��"�  �"�$ � � y0 . !������ ��� ����%�!��� x0 . !������
� �� �%!��� |0〉 � |1〉 -����� �����!����!��� τ0 = 2π�/(dE0) � τ1 = 2π�/(dE1)� 7�%���
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��� ������'���� �����
��� ����
	��� �	�
	����
��� ���������� �	  
	�� ���	��
��! G���� �� �� 	��(�� 567 � H���(���H �
	�	�
��� � 
������� �������
	�� �	�������! &
	 	������� �	�	
�	 � ������	� � �	
	��
������ � ���	!

*��
� ����� ������ ������� f 	
 n ����������� ������ ���������

f(x) = 1 1.!�I4

����
 �	��	 	��� �	���� xtar� �	
	��� ��� ���	 ���
�� 	���'���� � ������� f
�������(�� ����	 ��! J��� �� � ��� ��� ������������ �	���#
��� ����	 
����
	���'���� ���	 �� �	 �	����� �������� �� ����(� N = 2n� 
�� ���  
	 �������
������ �����	���� ������ � �	
	�	� ��
 ���(��	 ��	�	�� ���	������ 	
��
� ��	��
����	�	 �����	�� ���� �	�	���� ������
	� � ���� ������� n� 	�! &
	 	������	�
���� f ����� ��� � ���� H����	�	 �'���HK � ������� ���� � ��� ����
�� ����� �����
� ������	�������  �����
	�� �������#'�� f � ��	��	���	�
� �����	�� �
�	�	 ��
�	������ ��	�
	 �����	�	 �	��� ���
�	�	 ��
	�� �	���� ��(���� 1.!�I4 �	 ��� �	�
�� ������	!



�� ����� �� �����	
� � ���	���� ����	
��

�� ��������	 ��	
���� 	���� ����� xtar �� [π
√
N/4] �������� � �������

f � ���� � ��� �	��� ���������� ����������� ��������� f(x)  �� ����!� x ∈
{0, 1}n� �� �!� 	���� � ���� ��������� ��!����	� ����������� ������� �� �

fquant : |x, y〉 → |x, f(x)⊕ y〉 "#�$%&

'�� 	��������	 � � ����!� 
�������� �� 
��	� 
�����(� ��� �������
������� I : |x〉 → |x〉� )�! � Iquant ��������� CNOT �  ������ ��� CNOT |x, y〉 =
|x, x⊕ y〉� *���� 
�������  �� ��������+ �+����!�� ��������+ ��	
������ ���,
����	�� ��� ����� ��������� �
������ ���������� 	���� ���������� � �����
�� �+����!��- ��  ����	� ������� 	��� ���������� � ��+��� 
�
�������

.������	 
����������� ��������+ ��������� � ��� ������ |a〉 ���������
�������� ������� ����������� 
� 
������������ ����!�������!� |a〉/

Ia|b〉 =
{ |b〉, ��� 〈a|b〉 = 0,

− |a〉, ��� |a〉 = |b〉 "#��0&

.
� ���� ��� ��������� ������ 
�� ������� �� �� 
�����������- 1�� 
��,
 ����� 	� �� 	 ���������� �	 � ��	����	 Ia�

2	� �
����� fquant� �������  ������ �� �� ������ ��	������� �������+
���������� � � ������ �� � �� �������� ��� � ����������	 ������ 	� 	��	 
�,
������� �
����� �������� Ixtar � ��� ������ |xtar〉� +��� ��	 1��� ����� ��	 �
�������� 3�� 1��!� �� 	 ������� "��
�	�!������� �����&� ���������������
 ��������	 |anc〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉)� � 
��	��	 � ��������� �� � |Ψ〉|anc〉 �
�����

fquant� 2� �
� ���� ������� ��� 
�������� �������� Ixtar |Ψ〉|anc〉 � �������
	���� ��������� � �
������ 
���� ����!� ���������� 
�������� �������� ��!,
���(�� ���� ���� �� �� ��� 	����� 
�� �������	 ��������� |xtar〉 � ��
�
������
|Ψ〉� ����� ������� ���
������� � �������	 	������	 ��������

4 �� �� � � ���� ����� ��	����� ���� �� 	� ���������������� �������
��������	 |0〉� � ���	 ����(��� �� 
����������� fquant� ����� ���	 ��	����
���� 
�� xtar �
������	 σz� 
��	����	 � ������ "��� ���� �� �������� �
����������	 ��	
����&� �� 1�� ��� ��� ��� ����� !������ ��
������ ��������
	� � �������	 	������	 ������� � ��������� � 
����� �������� ������� ����
�� �����/  ��	��� 
����� �� � �������	�� 
��� �������!� ���������� �
	� � 
������� �� Ixtar |Ψ〉 � ���!� 4 �� ���+� �	� ���� �� 
��	���� fquant
� ���� ����� ������� ����� 
�(�� � �� ���� �������� |0〉� �� ��� �� � ��
������� � ��� |xtar〉 	� 
�������� ��  �� ������ ������� fquant �	��� � ��!�

�� ������������ ������������� �������- 
�� ����� ������������� ��	���
�����!� ����� � ������� ��	������� �� �+�  
����+� �� � � ����	���� �������
��������

'������	 �������� �� � |0̃〉 = 1√
N

N−1∑
j=0

|j〉 , 1�� 	���� � ����� ����(�� 
���,

�������� 5 �	���

H =

(
1/
√
2 1/

√
2

1/
√
2− 1/

√
2

)
"#��#&

�� ��� �	 ������	 � ��������� �������!� 	������ n ����� |0̄〉 = |00...0〉� !  �� ��,
���� �	�� ������ |0〉 " ������6&� )���� �
����� ���� 	���� ��
����� ��� ��,



���� �����	
� ������ ��

������ n 	 ��� 
����� �������� H� ��� ��� �������� ��������� �����	��������
WH = H⊗n�

�������� �	
�� �	��		���� ���	 ��	��������	� �������� 	��� ��� ����
����� ������� 	�����	�� WH� wi,j� ��������� ���	 ���	���	���� � ��	�	� �����
��������� ��� ������! "���� i � j�

������ �� ����� ���� ������ ��!� "�##�� T : |x, y, z〉 → |x, y, xy⊕z〉 �� ��$�!
��%�����  &��������� &��������� �� &�����! ����� ���� ������ CNOT '�����
�&������ (�� T ��������
) (���� CNOT  ����&�$ ���� ��!��*�

+�&����� &�& 
����� �� ���$������� � I0̄�

,�

���� � ������� R : |x, y, z〉 → Tx,z,yCNOTx,zTx,y,z|x, y, z〉� -������ ����� 	
������ n+1 ��. ����  � . �� � �������� 
�
��)� �� |0〉|0̄〉� /$����( � ����! &�	
$ � ��. ��� (���� res� � �
������� ���������� ( 
��� 1, 2, ..., n� 0���� 
��������
���$������� � R �
������������ ��� i	� &�$ ��� �
������� ��

 ��� &�$ ��� res
 i + 1	� &�$ ��� ��. ���� i = 1, 2, ..., n� ����� −σz(res)� +�&�� ��� (�� � &�$ ��
res $���� 1 �����  ����&� ������ &���� x �= 1� ��) �$)��������! �( 
�& ��. ���

����� � �
� � 
����� ���$������� ) � �$������ ��)�&��

"���� �� ����� 
����� ��  I0̃� ����� �� (�� I0̃ = H⊗n I0̄ H⊗n�

+�
�� 2���� $���� ������ �
������������� � ����� ) �������� G = −I0̃Ixtar �
��( ��) 
 |0̃〉 [π

√
N/4] ���� +�&����� (�� ��������� 
 ��
�&�! ��(��
��� 
������


 |xtar〉� ��!
�� ������� �
) 2����. ) ��&���� 
�
��)� ) n	 &�$ ���! 
 
���� $����
�� 
%�� �� � ����
������! � ��!��! �$���(&� ���% �(� ������������% ��&�����
|0̃〉  |xtar〉� � (�� G $���� ������  ����� ������ �� ����. � 2��! ��������! ��	
��
������! ��
&�
� � -��( �� G �
�� �� ������ �� ��& ! ���� β� ��!� &�����!
������ 
���) �� ����! �� �
������! ��(&�!� ��� ���� �� &��.�� ��&���� |0̃〉� 3��	
&� �&����� '
����!�� 2��4*� (�� β = 2 arcsin(1/

√
N)� "����  � ��
�&�! ��(��
� 

�����
��� α ≈ arcsin(α) 
������  
&���� �����
���

|xtar〉 ≈ Gτ |0̃〉,
(��  ���$�����
��

5��&� &�������! ����� �� 6������ ���$��� ��)�&�
√
N �$����� ! & ���&����

�� �
�� �
&��)�� ��( 
��� � �� ���
����� ����� ) '1�78* �� ������� ����
����� � 	
&�&��� &��

 (�
&��� &��������� 9���� �&����� '
�� :1;<� (�� �����! ����� ��
)��)��
) �� ������� � 
�������� ��(��� 
��
��� 3�$�!  ��! ����� ��� ��$�	
���� ! 
���
������ $�
����� $���� ������ �������! ����� ��) ���$����! ����( 
'1�78* ��) �����)����� $���� �
��� #��&. ! f ��

#���  �������� '1�78* ����� ����	���	 ��$����� x1, x2, ..., xl% �	 � �	"�	��� �	�
��	��� �!�� &'(% �	���	 ���� τ = [4π

√
N/l]% �� �	� "�� � ��� ������ !	�	$��

�����
���� �	��	���� |Xtar〉 = 1√
l

l∑
j=1

|xj〉% �	��� "�)	 ��������� �	��	��� ��� ����

�� 	��	 �� xj� �������* ������)����� ��	������ ��	� +���%  ����$���% "�	
��� ���� 
����� �	!�������% �	���	 xtar ���	 �������� �� Xtar � �		������� *�
��� �	�������� ������� τ �

���� ����� 	
�� 	
���



�� ����� �� �����	
� � ���	���� ����	
��

���� l ��� ���	
����� ����������� 
����� �������� ����� �������
��� ����
�� ���� ����	
��� τs ����� �� ��� ��� τs = 2s, �������
�������� ��� s = 1, 2, ...!
"�������� ��� ����� #�$�
 ����$� ����� �����$� ���������� ��� %���� �����
������� O(

√
N/l)� �� ���� ����� �	 �����������$� 
������! &�� � �����������


�	������ �
����
�� ��������� ��� %���#����
� ������������ ��$������
 ���
���$���������� ����� 
��������� ��! ���
�� ����$��' "����������( ���� �� ����
�������� �������� ������������ ��$������� �� 
 %���#����
� ������
� ����	�
�������� �� �
����
�� �����)���� ���� �� ���� #�$ ��! *+,-�!

���� �����	
� ������ ��� ���
��� ������ �����

���� ��������

������	
 ������ ��� ���� ����
�	����	� ��� ������ ����������� ���
��
��� ����	���� 	���� � ������
 ���	
�
 !	�	 ������	
 
���� �"
�	�#���
����	���	� � ���

Gxin
Gxin

... Gxin︸ ︷︷ ︸
τ

WH $% �&'

�� τ = [π
√
N/4]( ����	�� )��*�����
��� WH = H⊗n( ����	��

Gxin
= −WH · Ixin

WH · Ixtar ,

|xin〉 � ������� ���	����( � ������	
 ��#���	 ����	+ � � ,	��� ���	����� |xin〉( ���
��� � ��+��	�	 |xtar〉 � ������� 	�#���	�- .� ����
�	������ ,	�	 ������	
 ���
|xin〉 = |0̄〉( �� 
���� � ��#�	� |xin〉 �����	� �-�� ������� ���	���� .������)
������$����� ����	��� /�� �%�%0���� ��$������ 1��
���� ������	�� ��� '����
��� �������� WH Ixin

WH �
������ ���������� Ix̃in
����������
� 
���� 
�����

�� |x̃in〉 = WH |xin〉! 2�� ������������ ���
������� 
 ����$��'� +!3� ��������)
�������)���!

.� ������#�
 	��+- ����/��+- 0��
+ ������	
� ������ #�� GSAxin
1 ,	�	

������	
 � �����
 *�� ������	 �	 xin( � ��#���	�� � ���	����� |xin〉 
2���
 ������
( #��	�� ��+��	�	 ����	� GSAxin

�	� ��"�� ����

GSAxin
: |xin〉 → |xtar〉. $% �3'

4+�	� + ��� �
-	�� ��� ����+�� F � f ���#
 f(x) = 1 �
	 ����	���� �*�
�� xtar( � F (x) = 1 � ����	���� �*�� xin 4+�	� ����+� 0+����� f ����	����
� ��� f = flfl−1...f1 ,�
�	����" ������#���" ������� ��� �������� �	�����(
��	���� �������+	�� � �	���+ 	���� � ����� �������
� fi, i = 1, 2, ..., l − 1(
� ������� fl �������+	 �	���+ ����� n � ���� ��	 4+�	� ����+� 0+����� F
����	���� �������#��
 ������
 ��� F = FlFl−1...F1 

5���
�	��
 ������� �	���� xtar � xin 4+�	� ������ i1, i2, ..., is ∈ {1, 2, ..., n}
���	��	 �� ��" ��
��� ��	��( ���#��� ��	���" + ,	�" �	��� �����#�� 5���
�	��

������#���� ����	��
S = Sf = σx(i1)σx(i2)...σx(is)( ����	��+-/�� � 	�#���	� 	 ��	�( � ��	���" � xtar



����� �����	
� �������������
��������� ��������������� ��

����� ��	
	�� �������� S ����������� �	
��
�� �����	 ��	
� n � �����	 ��� ��
��	
�

����� �� 	���� Fi = SfiS� SfS = FlFl−1...F1 ���� 
���� 
�� ������
	� |xin〉�
���
� ������	� ������ ��� QuF � 	 ���	 ��� � ���� �� 	���� ������ ��� Quf � ��
����� ����	����� GSAxin

� 	 
���	 xtar

!��� G : {0, 1}2n → {0, 1} " ����

�� #�
��	�� ����� ��� ��� �$���� ���	�
���
������
	� |xin〉 ����
�
	� G(xin, xtar) = 1 	���� ��	
����

�� ��%�
	� |xtar〉 " &��
������
	� ����
�� �	������ � ������� �
� ����'��	� ��	 �����		� ��� � 
���� 
��
����
� �
� ���� � ������
		 |xin〉

(�
��	� G ���)�������� ����� ��
��
��� ������
	� �� ��� �����

�� '������"
�	��	���� 
� � �����$�
�� ���
��� $� 
� ����� ��	 &��� ��� ���
��� �
���
	� *��

�'����
	� ������
	� �	����� 
� %��� i " xi

tar 
��� ��	��
	� GSAxin
� ������
	$

�	����� 
� %��� i− 1 " |xi−1
tar = |xi

in〉 ��� �� �����	� ������������ 
��� ������
	�

�%�� �	����� �	��

|x0〉 = |x0
in〉 → |x0

tar〉 = |x1
in〉 → |x1

tar〉 = |x2
in〉 → ... +,��-

.�� " ��)�� ����� &���$�		 ����
�� ���
����� �	����� �� �����
	� � ����"
��� �
� ����'��	� 	' ��
��� ���	�
��� �����	������� ������
	� � ������� ��	��� �
����
	� ��

��� ����'��� ���
	��$� ����
�� ������

�� ������
	� ����	� � 
���
������� �����	��$��� 
� ������ %���� ��	���� � ������
��� �����	�������� ���"

��� $ ��������
�
��� ������
	$

�������� /��%�"0������ WH ��
����� ����'�� �� �����	������� ��	��
	� ��"
����
	� �	����� � ���
������ 1���	���� ���	 ��	
 �	� ����
 
��$� ������
	� ��"
���� �	�� �������� ��
��
��� 	 �
� �	�����	�
� ��	 ���
����� ����������
		
2��	 �� ������
	� �	�� ���
� ��	
	��� �� ����� ������
	� " ��������

��� 	 �
�
�
�	�	�����	�
�� ���	 ��� ���������� ��� ���
����� +�� #������ +,34-- ���	�
�������� �������� 0������� ���)������$)	� ����'�� �� |0〉 � �	�����	�
��� �����"
�
	$ 1√

2
|0〉+ |1〉) 	 ����'�� �� |1〉 � �
�	�	�����	�
��� 1√

2
|0〉−|1〉) ��� �����������

�	��
� ����

�������� Gxin
���)�������� ��������
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��"�� ���������  ��#������
�������� �$ ��������� %#� �	��& ����	�� � ���	�����  �����'( ���������
�������� )��� ����� ���(������� ��*	�!+�� ��#�		��� ����	�� ����(,�� 	�
���	����� ����	�� ��	���  #��'+�! ������! ���	���� -���'	�� ����,� ��*��
 �	����' 	����'�� ��������$ ����*�	�!� � 	� ���'�� ���� ��� ��#���

.� �������� ��
����� / ����������	�� ���	����! �	����	�! ����(,��� ����0
��*�		�! � ��#��� 1234 %�� ���*� 1254&� ������! "�������� �#�#���� ��� 	�
����! �	�
�$ ��������$ ����	�! ��*��! ����,�� 6 	�� ����� ���������
�������� 7�� �� ���(��
�7 ��������� �� ���� �� ��*	�� ����	���� ��#����
	� ��*��� +�
� ��������� ���	���� "�	�,�� ����,�� ���#	�! 	�$����'� ��
�	�
�$ ��������$ ������	���		�$ ����	��$�

��
����� / ��������� �� �����
� ��+�	�� ����	�	�� 8����	
��� 	� ����0
����� ����'(���� ��+' ���� ��� ��������� λj ������
� ���	����
� ����	��
|Ψ(t)〉 	� ������(�� 	������(� � ��������(�� ���	����! ��	�����! ��#���� �
������	�� ���������	�� |j〉 = |0〉, |1〉, ..., |N − 1〉 ������	��� ��������$ ���0
�	�! � ���������'	�! ������ n ��#��� N = 2n� ��� ������� ���	���� "�	�,��

������������ � ���� |Ψ(t)〉 =
N−1∑
j=0

λj|j〉�

9����	��� ��� ����'	�� ��	����	�� ������	��� ��������$ ����	�! 	�0
���� ���������� ��	�!	�� ����#�� ���	��� D � ���� �� [0,

√
N ]� ������!  ����

������� ������ ��#������ ���������	��� ����  ���	��'( ���#��*�	�� 1/N :
xk ≈ k/N, k = 0, 1, ..., N − 1� ;���� ���������	�� ���	���
� ������� ���#��� ���0
������(��! ������� �,�� ����������� <�����	�� "���� ��������� ������	���
xdiscr � ��������� �����'� pdiscr #��� �������	� � ����
��"� 2���=�

>������� ����	,���'	�! �	��
�� V ��� ���� ��	����� ���
�	��'	�! �����,�!
diag(V (X0), V (X1), V (X2), ..., V (XN−1)), Xk =

√
Nxk �  	���	���� ����	,���'	�!

�	��
�� 	� 
���	�! ���
�	���� ���
�	��'	�� ���������	�� ��������� ��	�������!
�	��
�� %� ������	��� ���$ �#���		�$ �������� ��������� �����'�& ���*� ���0

�	��'	�: Kdiag = diag(−�

2p20/2m),−�
2p21/2m),−�

2p22/2m), ...,−�
2(pN−1)

2/2m))� 
��
pk =

√
N(xk − 1/2)� ��� ��� � ������	��	�� #� �� ��	�������� �	��
�� ������0

���� ����������

K = A−1QFT−1 Kdiag QFT A, %2��?&


�� A = diag(exp(πia))a=0,1,...,N−1�

;�
�� ���' ����(,��� ���������(��� ��������� ����	,���'	�! �	��
��
exp(−iV t/�) ��� ������ ���� ����	,���� #���� ����� ���� ��� ���	����� ������0

������ ���	����� ����#�� ���	�� @��'� ��*�� #��' ���*� ����� ���	� �� $���
8��� %1?4 0 �� A����*�	��&� � ��������� ���������(��! ��	�������! �	��
�� �
�����	� t ���*� ��*�� #��' ����� ���	 � ���� ���	����! ������
������ A����	��



����� ������	
 ������������ ��

�������	
�	 ���	��

exp(A+B) ≈ [exp(A dt) exp(B dt)]t/dt,

�� ������� ������� � ������	
�� �������� � ���	�

Ut = exp(− i

�
Ht) ≈ [exp(− i

�
K dt) exp(− i

�
V dt)]t/dt ���� !
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 �������� ��������� 	���������

�� ������� ������� �� dt� ������������ ������� ������ ε = const �
 �������� ��� 

����� ���������� !����� �� 	���������
 ���������� ���� �����"��
 ������

�� ��#������� ���������� ���������$%��� ���������� &�� ���� ����� ��� 

�� t/dt
 ������ � �������� ������������ ��������� �� ������� �� ��������$ �

�������� t �������� ���"�����

(������ � ���	 ��# ����)	
 
� �����$ 
	�%��#%�* ������ +�� ��� ��	��'
��&���
�	 ,��#	 
��� ����	
�# �� %����$ %�����
�	 %����$ ����� �� ��	�#'

���� -� ������� �	��	 �����. ����)	$ ���������
��#
� �	���$ �	�	
�
� ����� �	��#
�* �����. 
� 
	 ���	 �����#&���#�� ��� ������	
�� ����
�$
���	��$. �% %�% �
 ��	�������	 ������
�	 ���	������
�	 ����	��� � �	�	
����
�	&��#�� 
� 
���$ �
������
�$ ����	��. ���� %�% � �	��#
��� ����$ ����
�$
����	�� 
	 ����	�� � ��
��� �������&�������. � ����� ������	
�	 �� �	��	
���	������
�� ��	

� � �	��#
�� ��	�	
��

/���
���� �� ������	
�	 � ������	
�	 �� �������� 012. %����	 ��		 ���
Gτ = (−I0̃Ixtar)

τ . �� ����� ���
�� �
������ 3 4������$ ���� !� +�� ��� ���#
��	����� 5��6�'(������ � ��	�����	
�� I0̃ = WH · I0̄ · WH ����	 %��
���$
��	���� ,��	 � ����7!� 8�� ��
��� %���� ��	���� ,��#	 %�% ��& � �������	 �
��	������ (������ ���� �	���&���� ��	����� ,��#	 � +�����	
��!. �% �� ����'
��� � ���	 ����#�� ����)	
�	� 012 
� �����$ �
���* %������	�%�* �����
�$
%����$ �& ������

9�%. �� �����. �� ��		�� ��� ���	�� ��	�*�����$. 
	�����
�$ %������	�%�'
�� %���#�	��. %�
�	
����� �������� 
� �	�	��� 
	�&�	�
�� �����
��� +	�'
��$ ' ������� 012. ����$ ' %��
���	 ��	����&���
�	 ,��#	� "��
� ��%�&�#
���� +�����	
�	!. �� ����� ������ �������	
�	� ��	����&���
�� ,��#	 ����	'
�� %�% ��& ��	���� 5��6�'(������. �� ����� �� ��� ���	�� ��	��
�� :����$
������� 4�%���&���� �	��* ���	� ;��� 4�%��	�%� �����#&�	 	 �	 4�
���	
'
��#
�	 ����	

��� %��
���$ ��
���%�. �� � 012� (��	
�� %��
���* �	����
��%��	
�� %������	�%�* ������	
�$ ����
��	
. �%�� ����&��. ��� ��)�� ���	'
��� %�
�	
����� ������� ��� &���� �	�	���
��� ���. � ����	���� � ��)��
�	&��#��� <�7=� > &�����*. %����	 
	 ��%������ ���������	����
�	�. %��
���$
%���#�	� 
	 �������	 ��	���)	�� �� ����
	
�� � %������	�%��. &� ��%���	
�	�
��#%� ��6# �����	�#
��� 	�� ���$��� 
	��%��#
����
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 ��&��$� ���(��� � �������� ����������� +�� �����'
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 ���
�� ���

�� �����	
	�� 
���� |0〉  ������� ��������� � |1〉  ������� ������������ �������
������� �������	 ����� ����� �������� ΔE = �ω �	���	� 
�� ω �
��� ��
�� ������
�	�� 
	����� �����	 � ������� !�� ���� ��� �����"���� �����	 	��� ���������
�� ��������� ��������� |0〉 � ������������� |1〉� � �	������� ��� ���	���� ��������
	���	 ���������� ������	��� �����	 !����� #��� ��	����������� 	���	 � ������
���$
	$"�� �����"���� 	����� �����	 � �������$"�� ��� ������	���� �	���	����
��#����#��� %	�� &�� ����� 
���� ������'�	 ���	 �	�	� ��#����#��� �	�������
� 	���� ������� Rb85� ��� 
	����	 �������	 ����� �������� ����	����� ��������
ωRb ≈ 1010 sek−1 ����� ������ �������	���� � ������� ����	��
�� ������ �	� 
��
�	 ��� ����� �� �����	�� ���	������ �� ����	� ��������� �������� ����
 �	� !�
����� ����	�	 ������ ���� �
��� �	
����������( �� ���	$� �� ������������"���
�	����	�	� �	������� ������� � ��� ����#������$� ��� �
��� ������ ������	����
������� ����� 

)� �	
����	 ����	� ������	��
��� �	� �	� ����� ����� �����
����� �� �������
�	 �
�� ����� ����������#������ ������� *�	 ������	 ������� �� ����#��	 ��
��������#��� ������� �� ��	��� ����	�� � ������ ��	�� + ���������$ 
��	���$
���	������ � ���	������ �	�,������$ �������� ����� ����#��	 �� ����'���$ � ��
���	�� ������������ � ����� % -����	�	 ./0 &�� ����� 
���� ����� ����� ���	�	�
�� � �������� ����������� 
���� ����	�	���� �� �������
����� ���� �������������
������������	�� �	�� � ����� ������ �������� � ������������  ��� �� *�� ����
��
��	���� ������ �������  �	��������� ����� ����	�	�� L &���	 �����	 ����
��	���� ��������� ����� �����	� �� ���� L = kλ/2� ��� λ = 2πc/ω� k = 1, 2, ... 

!���"����� � ������� 	��� ��	������������ � ����� � �������� ��	�����������
g� �����	� ��
�������� �� �������

g =

√
�ω

V
dE(x), 1/ /2

��� V  ����������� ��,�� ������� 1��,��� ��� ������������ �����2� d  	����$��	�
����
��	 ���������� �������	 d̄ ����� |0〉 � |1〉� E(x)  �	���� �	���������� 	���	
������ ������� 3��� ������� � ���� 
���� ����	�� g �	� ����� ����'�� ��� ���
����� �������'��� ���������� ������� ��	����������� ����	 � ��"����	 !������
����	 ������� �����	 �����	���� �	�� 
�� k = 1� � L = λ/2 4 ���� ���
	� ��������
����	� ����������#�� �������
������ ���� �����	 ������ ������� �	����	���	� �
��� �	����������� �	���������	 �� ���������� �	� 
�� E(x) = sin(πx)/L 

&�������� ������� �
��	���� �� ������� d̄ =
∫
R3

ψ∗
0 r̄ψ1dr̄� ��� ψ0, ψ1  ��������

����#�� ��������� ��������	 � �������� � ������������ ���������� ������ 	��
�	� �	����"�� �� ����������� ������	 r̄ -	���
����� ����� ������� 1/ /2 �����
�	��� � ����� .50 6����	��	 g� ����"� ������� ���������	� �� ����� � ����"�$
���������� �	������� ������	 |1〉 �	 �������"�� ����������� 
���� eiφ ���������

���� g ���� ��"��������� ������#	������� 
������ 
�� �� � ����� � �	�����'��
�������	�	�� 

7	��� ���	���� ��	����������� ���� � 	����� ������ ������� ���� ��	������
����� 	���	 � ��	������ �	�����
����� ��#���������� ����	���� � !��������� 
8� �	�	��	�	 9 / !��������� �����	��� 
�� ������	� :�������	�	: x ���� � ��

�����$ �� �����	�� ���	�	���� 
���� ����	���� �������� a+ � ���
������� a
�����	 � ���� �	� x = a+ + a 



���� ������ �	�
���������� ��

������� 	
	����
� ������� ����	���	�� ����	���� σ+, σ � 	���
�� ����	����
��������
�� � ���	��	���� � 
	� ��������� 
	��� ����	����� ���� � 	����� ���	

a : |n〉ph → √
n|n− 1〉ph, a+ : |n〉ph → √

n+ 1|n+ 1〉ph,
σ : |0〉at → 0, |1〉at → |0〉,
σ+ : |0〉at → |1〉at, |1〉at → 0,

�� !"

�	� ��� ����� #���
�� n = 0, 1, 2, ...� 	 ������ $	�	�������%&�� 	���
�� ��������
���
���
��	�� ���'�� ��	 �
	��
�� 0 ��� 1� ������ ���	��	��� σ 	���	� ��� 
	$����
&���� � ��
��
�� ������
�� |0〉at� �������� � �
������
�% ������
�� �	� �	�����
�
��' � ������	
���� ������
�("� 	 ��������
�� ��� ��������

�� ������
�� 	���
�	 �	�� ��� �� �����'�	�� � ���	�'
�$ ����	�$ ����	���� ��(����%� ��������

��
���	��� 

������ �����
�% )������
	��) 	���
�� ��������
�� X �� 	
	���� � �����
��( )������
	��()* X = σ+ + σ +���' ��	�����(����� ���� � 	����� ����
	�	�
���� ����� G(x,X)� �� x, X� �����
�� )������
	��) ���� � 	���
�� ���������

�� �����������

� ,	���	���	� -�� #�
���% � ��� .�(���	� �� ������ ��� �	�
��( ��	�/�( ���
 ��	�����(������ ������	&�( ��� ������
	��� ����� ��� gxX =
g(a++a)(σ++σ) 0�� 
	���	���� �����'
�� ��������
��� ��	�����(����� 	���	 �
���� 1
� ���	�������� ���� �	���� 	���	 ��&�����

� ��
'/� ���
� ���
� #����

	� �	��� ����������
�� �����
����� � ���'/�
���� ��	�������� �	�
�$ ����	���

	������� � $���� 

2��� �����' �����%&�� ���
� � �	�����
�� .�(���	 #�
����
G(x,X)� �����	��� ����� ������� ���
� � ��������
�� ��	�����(������ ��� �� 
�
����� �	
��	�'�� 

3������

�� -
���� 	���	 � ����� ���	�
� +������
�%� �	%��� #�����	��
Eat = �ωσ+σ� Eph = �ωa+a 0
���% �	����
�� ������
�� �ω/2 �� �����	��� �	�
�	� � �	

�� ����	� �
	 
� ��	�� ���� � 3������� �$ � -
����( ��	�����(������
�� �����	�� 	���'��
�	
 4��(
�	�5	���
�	 ��� ���$�����
���� 	���	 � �����
�����( �������*

HJC = �ωa+a+ �ωσ+σ + g(a+ + a)(σ+ + σ). �� 6"

,�/	�' �	�	�� 5�/� ��� ��	�
�
�� 7����
��	 � �	��� 	���'��
�	
�� ���
���'
� ����
� 4��� � ���� ��� ��	�����(����� �������� ���
� aσ � a+σ+ �������
�� �����'
���� 
� ��$�	
�%� -
���% 0�� ��
	�	��� ��� ��� ����
��	�'
� ������

��
�( �	����� ����	���	 HJC 
�� ��
��
����
�$ �
�	��	
�
�$ ���������	
����
� ���$������ ����' ���� � �����
��
������� ��� �	����
����'
� � 
����
� �� ��&��
���� 

5 ��	��'%� -�	 ����
���' ��$������ ��� ���'/�( �	��� �������
�(� �� ���	
��	�����(����� g �	�	 �� ��	�
�
�% � -
����( ��������
�� �ω 	���	 2��� g/�ω �
1� 
� ��$�	
�%&�� -
���% ���
� ���
� ��������'� � 	���'��
�	
 ������ ��	���

��������� �	�
���������� �	��	���� ��� 
�������� ��������� � �������������� �� ���� ���

	���
 �� H � H + cI� �	��
�� ������ � �������� 
�������������� ������� ��������� �
�

e−ict/�  	������ �	������ �	�
����	�� ����	� �� ����� ����������� ������ � �������� �	�

��	���
� � �	������ �	�
����	� 
�� ���	�!� ���������"



�� ����� �� ��	
�	��
	�
 ���
�� ���

���� ���	 
�������� ���� ����� ������������� �������� |n, 0〉 � |n− 1, 1〉�

����� ������� ���

HRWA
JC = �ωa+a+ �ωσ+σ + g(a+σ + aσ+). �����

��� ��� ����������  !��������� �!�"�#"��� ����� $%&' �(� ����� ����� �����
� )!���������

*�+� ,���-���� ������� . ��� ������� 
�� ������� �� ���/ -�����	  �� �
������ 0�(���!��� ������-��1 �������� �������' �� ����� ���-��� -���� ,�.
����� �  ���' � ����� . ������� �����������	 |n,m〉' ��� -�� n = 0, 1, 2, ...' m = 0, 1' �
� �����1 ������ ������� ph � at� )!� �� ��� � �!���!��  !���� ���-�� ��(��+�.
���	 ���� �� ������ � �!���!' �������#"�� �� �!�(�� 2������ ��� ������� �������'
��  !�� ���(���� � �!���!�� ������-���	 Iat ��� Iph� 3���� ��!����' �� !���!'
�� ��1 a+a ���� �!�������1 ��� a+a⊗ Iat' � �� ��1 aσ+ . ���� ��� a⊗ σ+' ���� ���
���!�-���  !���������� a⊗ Iat · Iph ⊗ σ+� )!���!1��' -�� ���  ��� ��#� ���� � ���
�� !����1����

0� (����1������� HRWA
JC  !���!������ ��������/ �������� !�� ������ �  !.

��# ����� ����!������/ �����!��/  �� !���!����� Hn' ������ ������������� 2��!.
(�� En = �ωn' �  �!������� �����!��� |n, 0〉, |n− 1, 1〉� 4����1������' �(!���-��.
��� �� Hn' ����� ���

Hn =

(
�ωn g

√
n

g
√
n �ωn

)
. ���5�

6�!������ ���5� (���!�� � ���' -�� ������� |n, 0〉 � |n − 1, 1〉  �!�/��� ����
� �!�(�� � /��� 2���#���'  !�-�� �/ �����������1 ������  � ����������1����
������ ���� !������ �����


��#�� �����' -�� ������������ �������� |n, 0〉 � |n − 1, 1〉 -�!���#��' �����.
��1 �  !�����,���� 7��� �� ����� �� ��!+�� (!�,��� ������������ ������� |n, 0〉
�����.�� ��!���� �����-1 ��  ������ ,����� �2�� ������� �  ���"1# � �����1��(�
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���	��� �� ���� �	�����	� � ����	�� � �	������ 	��
	������� ��� ������ ��������� �������	� ��� � ����������� �� 
��	���������

��������� �����  !"#$%&�

��� ������	�
�
��� � ������ ����
��������
���

'�����	
�� ����	�� ��
���� �� ����� ()�� �������)��* +����) 	��	�(�) 
�

,��	�������	�, 	
���� �- 	���
� � �� 	��� ����+���.��� ��
 � �������� � ���
��	�� ����� � ��
�� �� 	��� ����+���.��� /��� ����� � 0
	��������- � ����	��
������1� +����)� �	��2���)� ������� ���� 
�
 � ����
���1�	� 	 ����2�1 +��
������
��� +����)� �)����12�� �� ����	��� 3	� 0�� ��.�		) �	�� ���������	����
	 �
�������� � ������ ��� �����) ���	)����	� 
������)� �	����)� ���������
45�6���

7�		����� 	������ 	��)� ��	��� 	������ 
���� � ����	�� � �����������)�
������ ��-����	� ���� +���� � ������ ��� ���(2�� 8����������� ����� ����� ���
Hph = �ωa+a� � ����(�����	
�� ������ ����
� +����� �� ����	�� A1 = a ������	�
���	� ����	�����)� +�
���� ��
��������	��� �����������	�� ��� +����� �)���
������ �� ����	��� �
��)����	� � ��
������ ���(�������� �������� 
���)�
�) (���� ���)���� 	��
��� ����� 0��� ��.�		 ����
� ���(����� � �)��������
+���� ��� ��
���� �� 	����� ������	� �(���� � ����	��� 9�����	
� 0�� ���������
������� ��� �)�������� +���� �������� � +�������
��� ��� � �
�������� 	���
	�2�	�������� 
�
 ��������� ��	��.�� :���	�)� 	�	������ +����� ���1� ��� |0〉 �
+����� � ����	�� ���� � |1〉 � +���� � ����	��� ;���.� ������	�� ����� ���(

p0(t) β(t)
β̄(t) p1(t)

)
, 4<�=�

��� p0(0) = 0, p1(0) = 1� >������� 45�6�� � ����� 	����� ����� ���

i�ρ̇ = [H0, ρ] + iγ(aρa+ +
1

2
(ρa+a+ a+aρ))

� ��� ����� ����� ���������	
�� ��� ������ ���� β(t) = 0, p1(t) = e−γt → 0 (t →
∞), p0(t) = 1− p1(t) → 1 (t → ∞) 4��������� �)
���
� 	���	�����������

7�		����� ����� ������� (���� 	����)� ��.�		 ����
� +����� �� ����	�� 	
����� ���-������)� ������� ������������ ��-���2��	� � ���(�������� 	�	����
��� |1〉 � ��	��	���� +������ � ����	��� ?���(�����	
�� ������ ����
� +����� ��
����	�� A1 = a ������	� ���	� 	���� ����	�����)� +�
���� ��
��������	��� ���
������ ��
�� ����� ����� ���������	
� 4	�� @<AB�� :���	�)- 	�	������ 	�	���)
(���� ����� ��* |10〉 � +���� � ����	��� ���� � �	������ 	�	������� |01〉 � ����
���(������ +����� ���� |00〉 � +����� ��� � ���� � �	������ 	�	������� ;���.�
������	��� 	������	������� (���� ����� ���⎛

⎝ p00(t) ξ(t) α(t)
ξ̄(t) p01(t) β(t)
ᾱ(t) β̄(t) p10(t)

⎞
⎠ . 4<�C�

�� ��	������ ������������ ����� ����� � ���� 	����12��



�� ����� �� ��	
�	��
	�
 ���
�� ���

���� ���� ��	
���
 �
��	
�� �
����� ����	����� ����� ����	�� � �� gout =
0.5, g1 = 1� ��
��� � �� gout = 1, g = 1� ����	�� ������ �����
 �	
 ����������!
p00(t)� ��	������ � p01(t)� ��"�"	�� ��	������ p10(t)�

���������� ����� �� �	
����
� ���������	�� ������	����� ���������� ���
���� �� ������
��� �����	 �	�	� �� �	��������� �� �� ���� ��������� �	!�
������� � ��	
���
� ��	�	���� �	��������	�	 
	
 a+a⊗ Iat "��� ��!�# �$� �����
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  ������ ���� !"#$%& ����� ������' �������
�
�����  ������ �� ������ ����� � �����(�� �������� �������� ��������� � �����
������� ��������������� A1 = a+sinka' ����)*�� ������������ ����� �  ������
�  �������� ��� � �����' �� ���( ���������
 ���� ����� ��  ������� +�����������(
γ ����� ����� ���( ������������( ���� ����� ��  ������� ,�� ������������(
��	�� �����(' � �����' ���� �� �������(��� ���
�� -�����(� �  �����(' ���
 ������ γ' ��� ����(��  ��*�( ���
��' ��� ����(��� γ�
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���
 
 ������ � 
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 +�� ������ #������� ��#� ���
�
�%�� 
 ��,������ ��������
�� ����&#�����

������� |001〉, |010〉, |100〉� -��% ρ(t) � ����!� ������� ����. ������� /����
������% ���� 〈010|ρ(t)|010〉 0
�������% ��,�&#���� 
 ���  ����1 ,����������
#������� 
����  ���� �� �������

$����
����� �� ������
�� ���� 
 ������ ����� #������� ���������� ���
�� ����% ��2��
����� ���������� ���� ��
��� � ������
���� 
����  ����
����������� -�� �������. 
������� γ ��� ���������� �������� ������ �� ���
#��%��.��� �
�������� γ ��� ���������� ����#�����%��� ������� ���&����� ����
��� ��� γ → ∞ ���������� ���� ��#�� ���������� #� ����3 4� � ��% �
���
��
��������� ���������

$�5������� +��� +  ��� #��� �� ������� ���� 6�� �� ���������� ���� ������
�� ��� ���!���� �� ��� ��� ���� #������� ������
��  ���� 
 ������ ����� ��
�
�#������. 
�# 
 ���� ���
��� "����� -���� ���������� ������������� 7��#��
��#� 
 ������ 
������ dt  ��� 
 ������ �������� �� ������� �#
�� +������
����!� ������� ���
� 
 ���%* +  �� #�� ���� ��#�� ���� �������� ����������
����. 
����� ����#�� �� dt� 8�� ��� ��� ��������� ������� �
���
��� ����
����
���
����� ��
������ ������
����  �������� +�
�
������ ����%����9 
�����
�� �#���� ���� dt ���  ����!�� ������
���� ���� γ� � ��
������ ������
����
���� 
�#� � ����%����9 ���������� ������� �� � ������
�� ��������� ��#����
��
���� #������ +  ���� 4  �� �
���
��� ���������� �������� ���� ����
� #�� ������%��, ������.� ���#������, 
����
�#��� 0��� ��:1� �����%� ��#����
��
���� +��� +  ��� #�� � �������. ������ ������� �� ������� ��;�

4� +  �� ��,�& �� <������&�
����< �
���
��� �������� ���������� ���
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HTC = Hc +Ha +Hi, Hc = �ωa+a, Ha = �ω

n∑
j=1

σ+
j σj, Hi = (a+ + a)(σ̄+ + σ̄). �����

 �����	�! �	���	����	 "#$ �	��	���	�� gj/�ω � 1 ��� ���! j %���	�
���	��������	� ���� 	 ������ �	�	���� �	� HRWA

i = gj(aσ̄
+ + a+σ̄)�
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 ����' � ������ �����	 ���	���������(� ��� � ����� ���)�� ���� ����
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*��	�	� ������)�	! ������ � ������	 ������� ����+���� ����( �	���,	(
 ��-
��� �������'� ��.��������	� ����'! �������	� ������� �	����'
 �	 ����'!
	�������,	� ������ ����	��� 	! ���	��������	� � ������ *��	��
 �������	�
|s〉 = |01〉 − |10〉 ���!������� �	����' �	 g1 = g2
 ���'������ �	�������
 �� �����
�	 	�����	�)
 �	 ������	�) ������
 ��� ��� ��������� 	�������	� ������ ���	� 	�
������ ����	����� ������	���� ����������)( �� �����' ������� /�����	���)-
��
 ������)�� �����' � ������	 ��� ���! ������ ��.	�
 	�������	� ������ ���'�
������ ���) �	�����	� σ2a

+
 ��� �	����� �� |0〉ph|s〉 � �������	( |1〉ph|00〉
 � 	����-
���	� ������ ���'� ������ ��	�����	� σ1a

+� ���� −|1〉ph|00〉
 � 	���� �	������
	�������	� ������ �� ��	������ ����.�0

1���'� �������	�� ������� �	����' ���'������ ����� �������	�
 � ������ ���-
�' �� ����� 	�����	�) ������� 2�����'� ���'������ ����� �������	�
 � ������
����' �� ����� ������	�) ������� *��	�	�'� - �����
 � ������ ����' �� ����� �	
������	�)
 �	 	�����	�) ������
 �� ���) ����.� �� ���	���������(� � ������ 3�	
��������	� ���	��� �� �	���	����	 "#$�

4������	� ������� ������ �	���	����	 "#$�

&�������	� ������ ���) ������ σ̄a+
 	 ������ ������������� ����'! ������-
�	� DarkRWA ���) ��� ������� σ̄� DarkRWA = Ker(σ̄)� 5�����	���
 ���������-
���� ������'! �������	�
TransRWA = Ker(σ̄+) 	 ������������� ���	�	�'!
InvisRWA = Ker(σ̄) ∩Ker(σ̄+)�

1���) ������	� ������ ������� ���	�)���	��� HTC � 6���) ������ 	����-
���	� ������ ��� 	���� �	� σ̄+ + σ̄ 	 ��������� � �������� �����.��	� �������
2�%���� � ������ �+��		 ����'�
 ������'� 	 ���	�	�'� �������	� - ���� 	 ��-
�� Dark = Trans = Invis = Ker(σ̄++ σ̄)� 2�����)�� ��� �(���� �������� �������	�
|Ψ〉at ��� ����' �	 �	�����		 �������� σ̄+ 	 σ̄ �� 	��(� ��.	! �������'! ���	�-
�'! ���������
 �' �������� Ker(σ̄+ + σ̄) = Ker(σ̄) ∩Ker(σ̄+) 	 Dark = InvisRWA�

�� ������ �	 ��
�� ������� � ������� ���������������� �������������� ������ ���� � ����

���� ������� � ������������ ��������� ���� βi,j(σiσ
+
j + σ+

i σj)� � ��
� ������ ������������ ���
����� � ���������� ��������� �  ���!



�� ����� �� ��	
�	��
	�
 ���
�� ���

����� |j〉 � �	
���� ������� ������� n ������ ������ �
�	����� N = 2n

� �� �	
������� ���� �����	����	 ��	����� ������� n� ������� ��������
��
�	��� ����
 1(j) ��� �	�����	 ��� ������� � ���� ���! �����" � ��

	����� ���	 ���! ��!�� � ��� ����� 0(j) = n−1(j)� ������!�� ���	��� ��#����
�	 �	
����� �������� �
�	�	��� ����
 Emission(j, j′) ���� ����� ��������
���	 � �!�� ���	 ���	 j′ �!��	���� �
 j 
	���� ��� �����"� ��!��� $����
�!�	�� j′ �!��	���� �
 j ��������� ���%	&'�� ���	��	 �	 ��� �
 	��� 
�	���'���� � �
��%����� �������� ( ��� �!��	� 1(j′) = 1(j)− 1� $�����	���
)��	 	���� ������� �	���'���� � ������� |j〉 ����� ���

|0〉p|j〉 −→ |1〉p|j′〉, *+�,-.

��� ������ Emission(j, j′)�

/!� �	
���� ������� |j′〉 �	
��� j′� ������ ��%���� �	
����� �������
|j〉 �	��� �� ������ Emission(j, j′)� $���� �!�	�� j′� ����� ����� �
 �	
�����
�������� |j〉 �!� ����� ������ ���	 *+�,-. ��!����� ������	���� )��	� j′�
����& �� �
�	�	�� ����
 [j′] � �	
��	�� ������� |j′〉 �� ���	�	!������

0	����� �� ��� �	
!����� ����� ���� ����� �� �!�� ��� �'�� �!��	�

1	������� ������ ���
�!��� 	���� ������� |Ψ〉 = ∑
j

λj|j〉� $
 �����!��

��� ������	��� )��	 �!����� �� ������� |Ψ〉 ����� � 234 ����!�%���� ���	
� �!�� ���	 ���	 ���!���	 ������	 ��	������ ���	

∑
s∈[j′]

λs = 0, *+�,,.

�!� ���� j′ = 0, 1, . . . , 2n − 1. 0	����� �� ���	��� ������	�� ���!����� �	��
��� �	������ �!�� �!� j′ = 0, 1, . . . , 2n − 2 �	� �	� ����� [2n − 1] ����	5 � �	
����
������� ����'�� �
 ���� �
��%������ 	��� ��� ������	��� )��	 ���	��
������� ������� �� �%���

��
�	��� ����
 Bn
k ��%���� �	
����� n� �������� ������� j �	��� ��

1(j) = k � ����
 Hn
k � ��%����� Bn

k �������	����� 6��	 �!� !&�� �	
���
�� ������� j′ �� ����� "�!��� ����	�!�%�� Bn

1(j′)+1� 7!���	��!�� �����
����� ������� ��!����� ������
�"��� ������ ������� ����	�!�%	'�� ���
�����	����	� Hn

k  k = 0, 1, . . . , n − 1� ��
�	��� ����
 Dn
k �������	���� Hn

k  
����'�� �
 ������ ������� � 234 ����!�%����� 6��	 Dn

k = Hn
k ∩Ker(σ̄)�

8� �����	 ����� ������	�� ������ �!��	 �	��	� �
�	�	� ����!� ∗ ���
��'����� ����� �	� �� �	������ ����� |0〉1|1〉3 ��#�� |0 ∗ 1〉�

������	�� ������� �
 Dn
k ��!�&��� �	� �	
��	���� (n, k)� ����!���5 �����

��� �!������� ���
���� ���
�������� k #��� ������� ���	 |0〉p|1〉q −|1〉p|0〉q 
��� 1 ≤ p < q ≤ n � n − 2k ������� ���	 |0〉q, 1 ≤ q ≤ n� /!� n = 4, k = 2
(n, k)�����!��	�� ����� �!���&'�� �������
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(4, 2)1 = (|0 ∗ 1∗〉 − |1 ∗ 0∗〉)(∗|0 ∗ 1〉 − | ∗ 1 ∗ 0〉)
= |0011〉 − |0110〉 − |1001〉+ |1100〉),

(4, 2)2 = (|0〉|1〉 − |1〉|0〉)⊗2 = |0101〉 − |0110〉 − |1001〉+ |1010〉,
(4, 2)3 = (|0 ∗ ∗1〉 − |1 ∗ ∗0〉)(| ∗ 01∗〉 − | ∗ 10∗〉)

= |0011〉 − |0101〉 − |1010〉+ |1100〉).

������

��	 
�
���	� ����� �	��� ���	
	��� � ����� ��� 	� 	� � �	��� ����	�

	�� 	 �������� ���	
 D4

2� ��� ��� � !�����	�" �!�
���
�����

#����	�� ��� !�	 n = 2k �
� (n, k)� 
	����� ��	�	�� ��� $%& !�	��	'�	��

������� � ���	
�	�� ����� ���������

�� dim(Dn
k ) = max{Ck

n − Ck−1
n , 0}�

�� ����� 	�	
���� � Dn
k �����
	� ������� ��������� (n, k)� 	����
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	��
���	 γin 	 γout �
�� ����� ;������
����6��  ������� �
����
�����	� ���2�� ����� 	���" ��� 5� ���� �� �������
�	7 Aout = a, Ain = a+�

<
�	 ��� ����"��� 
�
���	� ρ(t) 
	
���� :�����=!���: ��8�	� ���2�� 
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�  � ������ ����	/� ρ(t) → ρstat (t → ∞)� �� ���� ����	/� ρstat �� ������
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��������������� ��� ��� ���� ������ ������� ������� ������ ���������� !������� ��"� ���
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	���  �	�	��	� ������

������
�� �����	����	� �	��	���� �	
� � ����������	� T ��� �������	� �	��	�
���� � ��  �	���� ��������
����� �	��	���� !	���

G(T )f = c

∞∑
n=0

e−
�ωn
KT |n〉〈n|, "��#$%

��� K � �	������� &	
������' c� �	����		(�)� ��	*���
�� +���� 	 	,��(����
γin/γout = μ� -	��	���� G(T )f  ���� �	��� ��.���	��� �	
��	 ��� μ < 1' �	��	
���
 ��	���	� �
�(�� �����������  ����  ���	��(�	  	
��	� � �	��	���� G(T )f  ����
���	�������)��

/���
���	��� �	�	��	�	 �	�	��	�	 �	��	���� |n〉 ��� ����������� T ��	�	��
��	��
��� exp(−�ωn

KT
)� + ����� �	��
� �) �	
����� γin

γout
= exp(− �ω

KT
)' 	����� T =

�ω
K ln(γout/γin)

�

-��(�
� ,������' (�	 �
� ��
�	� ����������) T = 0 �	�	��	� ����)� (���)�
�����	����)� �	��	���� ����		�	 	��	�	�	 �������� "#�$�%  �	��
� 01 "01�
234% ���5� �� |0〉ph|D〉' ��� |D〉 ���� ����	� �	��	����  �		������5.�� �	��
�
01 "01�234%� -������)� �����	����)� �	��	���� ���� ����� ����6 �	��	�����

7�������
��	' �����	����)� �	��	���� ���� ������� ����		�	 	��	�	�	 ����
����� "#�$�% ��� γin = 0' ��� (�	 ρ̇ = 0� �������� (���	� �����	����	� �	��	����
|S〉  ��� ����) �	 8������� �	
��

|S〉 = |0〉ph|Φ0〉at + |1〉ph|Φ1〉at + ...+ |n〉ph|Φn〉at + ... , "��#9%

��� ��*��� ������ 	 	,��(��� �	
�	� � ��	��	� �	��	����' �) ����' (�	  "��#9%
���� 
��� 	��� ����
�	� (
�� � ���)�� :, 8�	�	 �����
���	 �
�����' (�	 �	��	����
|S〉 ����	��

������� � ;����(���� �����	����	� �	��	���� ��	�	 � �	
� ��� ����������� T
����� �� ρstat = ρph⊗ρat' ��� ρat ���� �	��	���� ��	�	' � �	��	���� �	
� ρph = G(T )f
���� �����	����	� ��� ����	� ������������

��	�
��������

<) ��,
	*�� ����
��	���� H = Hat + Hph �� ��	���5 (���� Hat � (���	 �	�


��5 �	��	����� Hph = �ωa+a' � ���� 	 	,��(���� Udt(ρ) = e−
i
�
Hatdtρe

i
�
Hatdt'

U ′
dt(ρ) = e−

i
�
Hphdtρe

i
�
Hphdt �
� ������� �
�����)6 �������	� �	��	����) ���	� (��

��� ����		�	 	��	�	�	 �������� "#�$�% �� �	�	��	� 	���,�� ������ dt�



���� �����	�
�� 
���������� ��

�� ������	
� 	��� L′
dt(ρ) = ρ+ dt L(ρ) ������
� �
������������� ���������

��� �� ���
�� ��������
 � ��	��
� �����
 dt� � ��	������ dt �� 
���� �����
�
��
������ ��������

ρ(t) ≈ (UdtU
′
dtL

′
dt)

t/dt(ρ), � �!"#

������
	��� $����� %�����& ������ �������� 
� �
��������� � ����� �����
'������ ������ �(��
) ������
) �!�*"#�

+�������� ������� L′
dt 
 U ′

dt ��������� ������ �� ������� ���������� ������
)�
)& � Udt � ��� �� �������& ��� 
 �� ������� ����������& ����
������ �����)�
�
ρstat �
 ���	���� �������, ���������, ���
��������
) g& 
 γin, γout �� ������
���)���) �
 ������
), �������� L′′

dt = U ′
dtL

′
dt& 
 Udt�

-�$
��
��� ��
������� ���
���� �����)�
) ������ I, J 
 ������
� �
��
ρIJ ���
�� ��������
 ρ& ����������� ��'$$
�
�����
 ���
���, �����)�
� |I, i〉〈J, j|&
��� |i〉& |j〉 � $������
� �����)�
) ���)� .����� L′

dt& ��������/
� �� $�������
����������& $���
	���
 ��������� �� �
�� ρIJ �

.�����	
� 	��� ρ̃ �������� �
�����
) ������� L′
dt � �
��� ρIJ = ρ& ���

	�� ρ̃i,j ������	��� ���
	��� '������� '���� ��������� 
 ρij� ���
	��� '������
�� ��	������� �����)�
) ρ0 �� ����� ��������� ����
 
 ������� '��� ���
��
��	
��) � ���)& ��� 	�� i, j = 0, 1, 2, ...& 
 �������� ������	��
) ������, �����)�
�
I, J & ������ ������ ����� ���
�
 
 ���
 ��� 1	
����) ��������
� ��������
�����
) 
 ��
	�����
) $������& �� 
����2

ρ̃ij = ρij + γout(
√
i+ 1

√
j + 1ρi+1,j+1− i+j

2
ρij)+

γin(
√
i
√
jρi−1,j−1 − ( i+j

2
+ 1)ρij).

� �!3#

�� ����� 
���� L′′
dt(ρ) = ρ& L′′

dt(ρ̃) = ρ̃� .����� U ′
dt �� 
����)�� �
���������,

'�������� ���
��& � ���
���������� �� �������� �� ��'$$
�
��� e±iω(i−j)dt� +��
������� ��'$$
�
��� ω& ������)�/
� $���& �� ��)��� � γin 
 γout 
� ������
)
� �!3#& '�� �������
� �� ������ ��������
����� � ����� ��)��� �� dt 
������
�
ρij � � �!3#0 ���
� ������& ���
���������� '������� ���
�� ρ �������� 4�������

� �
������� '��� ���
��� 5� �������� � �!3# �� 
����2

ρ̃ii = ρii + γout ((i+ 1)ρi+1,i+1 − iρii) + γin (iρi−1,i−1 − (i+ 1)ρii) . � �!�#

5� ������
) � �!�# �� ����� ����
 ��������� ������
� ��) �
���������,
'��������& �� ����� ����
 
, �
� 
 ��/�� �� �
���
� � �
������
 ρ ��������
���
� ��������� �
���
���
�
� +���� ���)�����
 �� ���
����� �����)�
) |i〉〈i| �
�����)�
� |i+ 1〉〈i+ 1| ���� (i+ 1)ρiiγin& 
 ������� ����� ���� (i+ 1)ρi+1,i+1γout& 
�
	��� �� ����	���& 	�� ρii �����
������� μi& 	�� 
 �������)�

+������
� ����� ������
) ��) �
���������, '�������� � ������
� � �!�#&

 ������ ρ̃ii = ρii� %�� ��� ���� I, J ��� ��
��������& �� ����	��� ρstat =
G(T )f ⊗ ρat& 	�� 
 ���������� %����� ! ���������

������� �

6��
 �������� �����
� 
� ������ �����& �� ����� ���
	���
 ����
������ ������
)�
� 
���� �
� ρstat = aG(T )f ⊗ (|0〉〈0|+ μ|1〉〈1|)at& ��� a � ���
���	��) ����������



�� ����� �� ��	
�	��
	�
 ���
�� ���

���������	
���� ��������	 [H, ρstat] = 0
 �� ����� ����������� ����������
��� ���������� ������� ρstat �� ���������� |0̃n〉〈0̃n|
 �� |0̃n〉 = 1√

2
(|0n〉 + |1n〉


|1̃n〉 = 1√
2
(|0n〉− |1n〉 �� �������� ��������� |0n〉 = |n+1〉ph|0〉at, |1n〉 = |n〉ph|1〉at
 ���

���	���� �����  	������� ������������ �
 �� ���������� ������������ �������
������� !�������"�������� �� ����������� ��������� #��� �� ���	$���

ρstat =
∞∑
n=0

λn|0̃n〉〈0̃n|+ νn|1̃n〉〈1̃n|. %&�'�(

#�� ��� �� #������ ' ρstat = G(T )f ⊗ ρat � )������� $���� G(T )f ����������
  
 �������� %&�'�( ��� ���������  �� |0n〉〈1n| � |1n〉〈0n|
 ��� $�� λn = νn� *������	�
���������� G(T )f 
 �� ���	$�� ����	����� #������ & ��������

��� �����	�
��� ������� ��� ���� �����

+�	$��  	��������� �������� ��������� ����$����� �� �������������� ����
��������� ,�� ��  	� ����� �����$����� ������������ �� � ����� � �������
��� ������� ��������� � �����$���� ������������	 ���������� #����$����� ����
��������� �� ���������� �����  ����� ��	$�� ����� �����$����� ���������
-�.���� ρ(t) 	�� ����� %'�/0(
  ����� �� ���
 ������� � ���������	 � �����	���
����������  ����������� ���������� � 1�	 ���� %��� '�2(� ���$��� 3���� � �	�
���� � ���� ������ ���������
 �������  ��	$��  	� ����� �����  � ��������
|s〉 = 1√

2
(|01〉 − |10〉)�

4� ���������� ��	$�� �	�� �� ��������	��
 ���� ���� ������  ���� )����� 
�� �������� 5������ ��$������ ��������� ��� ρ(0) = |Ψ〉〈Ψ|
 �� |Ψ〉 = |vac〉ph|ψ〉at �
 ��		���� ���������� ����
 �� |ψ〉 = α|s〉 + β|00〉� "�� ���$��
 �� �����������

$�� 3������ ���� ���� ��������� ����� �	�� ��� #�� ���   �������� ��$������ ���
������� )���� �� ����� ���� ���	���
 �� �����6 ρ(0) = |α|2|s〉〈s|+ e−iωtαβ̄|s〉〈00|+
eiωtᾱβ|00〉〈s| + |β|2|00〉〈00|� 7�� � ���� �������.�� )���� �����$������ ���������
�� ��  	��������� ��������� !�� $������ � ����� ����� �������$��� �������
����� ��������� � ����� ������� ���������� %��� 8&9:(�

*��������
 $�� ���������� �	���� 	�� ������ ��� �	�� �� ��������	�� )�����
��� ; ����;
 ���� ���	��� 	�� ������ )����� 
 ��������	 3�� ���������� � ����� �
������� ����������� �������� ��������< �� ���	�� ��� ������� )����� �� ; ���
��;  ������� �		� ���������� ������ �����$���� ������������ ����������

��� ������ ����
���������
����������

=���$����� ������� � ���	��� ����� 	������� �
 � ���	 �� ������$�� �������<
���� �� ������� � ������� ���� ������������ �  ��������� �� ����� � �����
 ������ ����� 	��� ���� #���� ����������� ����� ���	$���
 ���� ��	�����  ���
��������  ������ ��� )����� 
 ��� � �����  ���������� �
  $��������
  ��� ��
�� ������ �������� +��$��� �� ������	�� ���.����� ����� #� ����"��������
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����� ���	 � ������ ��� ��

���� ����	
��	 �	
	���� � �	������ �� 	�������� �	
	��	� � ����� �� �	 ���
����� �����	�� �		�� �� �	
	�� i � �	
	�� j ���� ����� μi,j� �� ���� �����
����� �� ���
� �� ��������� � ��	��!��
�����" #���� 	����	�� �	�� �� �	�
�� �	����� ��	�� �	
	���� � �		�� �	�� ���$���	��� �	 	�������� �	
	��
��� �� �	
	�� � �	
	�� �	 ����� ������ �	 �	��
� #������%���������&�������
'()*+" ,��� H i

TC 	�	������ ����
�	���� #����� �%�������� �
� �	
	�� � �	�
���	� i = 1, 2, ...,m" -���� ���� ������� ������� ��������� �	���� �	
	��
�		�����. �� �� �	
���� 	����	�� a

(+)
i "

/���
�	���� �	��
� ()* ���� ���

HTCH =
m∑
i=1

H i
TC +

∑
1≤i<j≤m

μij(a
+
i aj + aia

+
j ). '0"1�+

2� �	��
� �
��� � ���
��	��� ��� 	��	�	
	����� �� ��� ����� ��� �	������
��� �	��	��	�� �
� �		�	� ��� ���
�������� 	�����$��� � ������ �	
	���"

3 �	��
� ()* ����� ��� � �
� 	��	�	
	��	�	 �
����� ���� ���	 �����
����	�	�	 ���
	��	�	 �	�
�$�� � ��" �����	� 0"4"

���� ����	
����� ���	 � ������ ���

%���	��� �	���.��� �������
�� �	�	� �	������ ����	�	� �	��� � 	��

��� �
	���� ��	!���	�� ��� ������� �� 	��	���� ���	�	� �	�� �� ������	" ,	�	�
�� �	������	����� ����	
�� ��	��� ���� ���� �����
����� � �		��� ����	�
��� ���	�� ��	��
�
��� �� ��� �	��	 ������ ��
���� ����
��	� �������" #���	�
���	 ����� � ���	������	��� �	�����. �� ����� �����	������� �����	� � �	
��
����� �		�	�	 ���	 �������. ����	��� �	���.�� � 	���������" 2	 ��
��
��	��	����� ��� � �	��	
�� �
� ���� ���	� ���	
��	����� �		�	� � ����	���
��		�	
��"

5		�� ��� �	���
� ���	���!�� ��. �	��	��	�� ���	
��	��� 
������� 	��
������� ����	�� �
� ���
���!�� 	��	������� ���	�� �	 �	������	����� �����
���. �� 	����!�� ����	� �� ��� �		�� ���	���������	 �� �����	������.
���� � ����	�" 6�� �	��
����� 789� ����� '��" :0;<+� ��� ���	
���.�� �������
��� � ������� ����!� �����	�������� � �� ��	���$����	����� :0=< � �
��	��!���
'��" :0><+� ������
��	 �	��$�. �� �� ��������	��� � ���� ��� ������	� �	�
����� �
� �	�	� '��"� ��������� :0?<+" @����	 ���	
��	����� �
���������� ���	�
��	���� ���� ��� ���������	� ���
���!�� ����A��
�� �	��$����� ���	�����
� ��������	��� �	 ������� ����� �	�������	�� ����	��� ���	� �� �������
��� ����!��" B��	
��	����� �
��������	� ���	��	�� ������ �
����� �	��	�
����	�	�	 �	���.���C ��� �	������	�� ���	�� �
� �
	���� ����� �� ������
����!D

E���� �	
�$� �	��	�� ����	
�� ����	����!����� ��	��� �
����� �� �		���
��
�.�� 	�������� �	
	�� � ����	
����� �	����� �����	������� �		��� � 	��
�	�	�	��� �	
�� ���	 	��������� �� ������ ����!��	� '	 �	��	��	��� ����	�	
��� ���	��� ��"� ��������� :0�<+" #��� ��� )FG( ��
 ���
��	��� � ���	
��	�
������ ���$��� � �	
����
���� � ������� ��	�	�� �	�� '��" :HI<+" @����	 ���
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������� i 	�
	�� �	����� i� ��� ��� ����� ��������	��	 ���� ���	 ����
∑
i

Hi�

������������ ������ � ���� Hint �� ��� �������� ���� ����� ���	�� ���������	�
	�� ����

∑
i

Hint i�  �������	��	 � ��� �!���		�� ���� coCSign ���� �	�����"

� �� ��������� Hint ���� ����������� ������� ���� Hjump = ν(aia
+
j + aja

+
i )�

��	���#� ����� $���	� �� ������� i � ������� j � 	�������� 	� %	���� 	�����
���!� ������ � ���� H0 	 ���	���� &����� '
�	���(����	����)������� *+,-�
.�%���� 	��� $��!� �����		!� � H0� ���� ����� ��� ��� ������	��� � �� ��
	�
��	���������� '�� �! ���� ������� 	��� $��! ��	������	� ���� ��
����	�
	��� �������� I� ���� ��	������	� σx� ��� ��� �� ����/��� ��������		! 	�
�
�������� ���� � ������ ���� �� ������ � ���		�� $��!� ��� ��� 	��� $��! ���
����		��� 	������� −iσx �������� −π

2
�

.���� τ1 = π�/g, τ2 = π�/g
√
2 � �����! ��������� ��/����/�� ��� ����

%	���� �ω � 2�ω ���������		�� 0������! Ut = e−
i
�
Ht� �	��/����! %���#/��

� ��
	! ���	�! ���	�� ����� ������� �� ���� %	���� �������� 1��� �	�
���	� �ω� � ����� |φ0〉 = |1〉ph|0〉at, |φ1〉 = |0〉ph|1〉at� �! ���"

Uτ1/2 = −iσx, Uτ1 = −I, U2τ1 = I, &2�2�-

�� σx� �����/� .����� � �	������	! ����	�3	�� � ���	�� τ1 	� τ2 ��� ����
%	���� ������� 2�ω�

.�� ����	�� $���	� �� ������� j � ������� i � 	�������� ��� ���������
��	����		!� ���#�	�� ��� .������� ��� �����	!� �� ��������� � ��		!�
��������� ��������� ������� Hjump � ������������# Hint� ������� ��� ����������
� �������� ������ ������� � ���	���� �� 
 ��	������ ��� � �������� ��/�����
/��� 	� � ������� τjump = π�/νi,j� 4! ���� �������� ��� ν � g� ��� ��� �����
	�
����	� $���	� �� ������� � ������� ���� ����! ���� ����� 	 ����� 	� %���
���/��� ��� ��� 	��� $�� ��
	� ������� �� $�������� �	������	!� &2�2�-� (��
����	� � ����� 56�7 %�� ����	� ���������� � %������	�� ��	��� ��� ��	����
	�� ������� %�� ��	������ ����	����#� 8 ����� �!���		�� %���� ������� 	���
$��! ��� ������� σx� ����			�� � $���	�� ���� ������� ��������� ��� 
 ���
� ��� ������	! ��������� ��/����/��� −π/2�

8 ���� 	������������ ������� ��������� ��/����/�� τ1 � τ2 �! ��
� �!�
����� ���� 	�������	! ����� n1 � n2� ��� ���� �!���	����� � �!����� ���	����#
������
		� ���	����

2n2τ2 ≈ 2n1τ1 +
τ1
2
, &2�22-

������ � ���� ��	���� ��� 	��	�	��� $������� ������� 	���������� ��� �����
��/�� coCSing�

���� �����	�
�� ������

9�����	� ������ |0〉 ��������� � 	�3� ����� ��� ������	� ��������� �����
��� ���� |0〉ph|1〉at� � ������	� ������ |1〉 � ��� |1〉ph|0〉at� :���� �������� ��� �������
	�� |10〉� �������� ������� �	���������� $���� ��� ��� |10〉ph|01〉at� �� ���!�
$���		!� ����� ��	������ � ������� x� � ������ � � ������� y� ;������ ��� ���
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|01〉�� ��� �	
�� 2�ω � � �����
 x = 1, y = 0 �
�
	�� ���� ����	�� ���� 	���� �
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����
 ���� −π

2
− π

2
= −π� ���  ��
���������
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|n1m2〉 = 1√
n!m!

(a+1 )
n(a+2 )

m|0102〉 →
1√
n!m!

[ 1√
2
(a+1 + a+2 )]

n[ 1√
2
(a+1 − a+2 )]

m|0102〉, <"�"��
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%
		�� ��
�& �
����) �
���� � � 

 �������
  �����%	��� ���	��� ��
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������ 	� �����	���' �
�	�
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�� ����� �� ��	
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	�
 ���
�� ���

���� ���	 
�����������

������ ������� � ����� �������������� � ��������� ����� ��������� ����
������ �  ������������ �� ������� !���� �������

���� ����	
��� ������������ �����

"��� � ������# �� �����$ � �% ����!��� ���& G$ � �������# ������� ���
#����� ������$ � ������� ������� ���!����� ������� � ��������%$ �� ����%�
�� ������% � ������� ���� ������'���� &���%� (���� ������ ������� �!���
����%� ������������� ���)���� ��������� &���� � ���������� *� ������!����
���$ ���!���%�� � �����+ �����,$ �� !� ������������� ������� ��� ��#�)�����
� ����%# ������# ��)�� �!��� ��� ������� ���������

-��� ��� ����� ������� ���������+ ������������ μ� "��� � ������ ���
����� ���� &���$ �% ��)�� ��������� ������%� �������� ������� �+ ������
�%$ ��� �� ��#����� |i〉, i = 1, 2, ..., N � .���� �!��� 1 � ��!�����+$ � N � ����!��+
�������+� /�������� ������ ���!����+ ����������� ���&� � &����0��+ ��!���
� ���0�� 1��  ��� ������ ������������� ������ � ���$ �� )�$ ��� � �%��$ �
���0���� ������� �������� ���������� �� �����$ �� !� ������� A1 = aNa

+
sink

���� ���������� �%������ &���� �� ��������+ ������ � ��� *2345,� 6���!����
��� ���� �� �������$ � ��������$ ���������%� � ���0���+ ������� ���������
���� 7������ ��!������ �������� � ���� ��#�)����� &���� � ��!�����+ ������
|1〉$ �%$ ����� �������� �������� ��������� � ���� &������ �������������$
����!��$ ��� � �%��$ ����0� ������� ρ(t)�

8�������� ���$ !� &��� �%���� �� ��������+ ������ � ������ � ������
������� t ��#����� �� &������ P (t) = 〈sink|ρ|sink〉$ � ������� &���0��+ ���������
����� ������� '��!�� �������� 6���0�� P (t) ���%����� ���!����+ ����������
��� ���&� G ��� �����+ &����0�� ��!�����+ � ����!��+ ������� 1����� &���0��
������ �� ����� � &����0�� ��!��� � ���0� ���&� G$ �� � � ����������� �%�
��� &���� �� ��������+ ������ � ������ γout$ ������ �% ����� �����������
��������+�

-������������+ ��)��� ������'��

��������	 ���� �����	�
�� ����������� ���� ����� �� �	
����� ��
�
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� γout� �� ���

����� ����������

������ ��	
��� �� �
������ �����
 �������
� �
�����
����� �� 	
�����������

������������ ���
����� 
	���������� �
�
���� �� 
��
����� ��
� ��	
�� �


	���� � ����!���� 	���������

������ ����	
��
 ��
�
�
��
 ��������� �����

�!��" G1 � G2 # ��� ������ 
$� � � ������ �� �������� 01 � 02� � �
�%���
(N − 1)1, (N − 1)2 �

����������
� �$&������ ��� ���� � 
�
�������� �' �
�% �

� 	
�!��� $
�"(
� ���� G� �
�
� � 
$
����� ���� (G1G2)� )�
 �����"� ��
���(����� � $!��� ������" 01 � 02� � �
�%
� # 
�
���������� � �
�% ����
�

(N − 1)1, (N − 1)2�

* ������ �����"�
� �
��
���� �
�
�� � ����� (G1G2) � ���� ��������
�

�
��
����� ���	��������
�
 �� ��!' �����"� ' ���(���'+ |Ψ(0)〉 = |s〉 = 1√

2
(|01〉 −

|02〉)� � ����� ������� ��
��%�
���
���"� ��������!� �
�
�� � �������� � �
�%�
����� (G1G2) ������ ��� � � (��

)��� 	�
�
���
��" ����
� G1 � G2 
�����
��� � $!��� ����" ��� ����� (G1G2)
� ����� �����"� � !��
���� P (t) = 0 ��� ��$
�
 t� ��� ��� ������ 	
�%�� ��	��#
�!� � 	��(��(�� � �
�%! ����� (G1G2) ���� ��
 	
����� G1� �
�������� � ���
� ��

	
�%��� ��	���!� � 	��(��(�� ���� 	
����� G2� , ��
$
�
�� ���� 	�
�
���
��"

��'
�� ' ����
� ������ P (t) $!��� ���!���
� ��!$ ������ �!��%����

-�	�
���� ���� 	�
�
���
��" ��'
�� ' ����
� �������� ��	���!�� �
����
�


�
��
���� |N−1〉 $!��� � ���
�#�
 �
���� ���!���
�� � P (t) $!��� 
�����
� 
� �!���

.���� 
$��
�� 
	�������� ���
���� 
	��������� �
�
����� � ������ ����

* � $����� ���
�#�
 �����
 � �
��% ��� 	���
�
 ������ � ���� 	���$����� ���

�
�
�� � ������ � �
�% ��� ��
�
�
� ������ �� ��������� 	�
�
���
��� ����
�
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�
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����
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�
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 � $
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������� �
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�
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�
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�
�%
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� �����

������ ����	
���� ������������

��� ��$
�
 ����� G �
��
 ������
���" �� �
�"�
 ��������
 �!�� �!��%�� 	�
#

�
���
��� P (t)� �
 � �� 	
������� 	�� t → ∞� -�
��� 	�
�
���
��" ����
�
 �����



�� ����� �� ��	
�	��
	�
 ���
�� ���

������� 	
�� P (t) → 1 (t → ∞)� � �	������� 	
�� P (t) → a, (t → ∞), 0 < a < 1�
��� 
 �	������ ���������
��� ����� ������� ������� ���������������� � ����

����	 ��
�� a  ��	� 	�� �������	�	� �������������
���

! ���	
��	 ����	�� ������ �������������� ��

������ 
���� ���� (G1G2)� ���

���	��"� � ��	�"��#	� ��������	 �����	
���	��	� ���$�� ���% ������ G1 � G2

� ��� 
����	� ����� ��� ����" ��������"� ����	� ��� ����������	 �" ����"	 ���
���� � ���	$ ������ �	�	%��&� � �" ����"	 ������ � ���	$ ������� 
����	�
��	����

'������ ��������	 
�
��&��	 �� �������( |Ψ(0)〉 = |01〉� )����� ��
������ ����
�" G1 � G2 ��������"� ��� ����� ������� ���������� 
�
��&��& ���������
��
P (t) ��  	
���	���
��  ��	� 
%�����
& � 1/2� *	�
����	����� �" �����	 ��������	

�
��&��	 |01〉 = 1√

2
(|s〉 + |t〉)� ��	 
����	���	 � �����	���	 
�
��&��& 
��� |s〉 =

1√
2
(|01〉 − |02〉), |t〉 = 1√

2
(|01〉+ |02〉)� )����	���	 
�
��&��	 |t〉 ��	� ����"� 
��� �����


���	���� �������� ��������#�% 
�
��&���� � �� ��	�& ��� 
����	� |s〉 ��	� �����	

����#	��	 ��������" � � #	� ���$	 ������� ��&�� ���� � 
��� 
���	����� )����
� ������ ��& ����% ������ G� 
��		�"% �� ���% ��������"% +���������+� �������	��
�������������
�� ���	� 1/2�

,��	�	
��� ��� 	
�� � ����	 G2 ���	�&�� �	
���� ������ � ���	$� � ������ ���
�	� ������	
�� 
��	��� ���$�� ������� �������	�� �������������
�� a �	���������
�#	�� ����� G  ��	� �"-	� �� �	 
���	� 	������"�( 1/2 < a < 1� )���� � ������
�������	�� �������������
�� ���	� 
������ 
��	� ����"� ����������� ������&
��������"% ��������� � �
%����� ����	�

���� �����	
���� ����������

.���������"	 ��
�� �� �  ��		 
��	����	���"� � /	�� ��& �

�	�������� �	�
���������"	� 0
�� ����" ��������"� �� ��	�����"��  ���� � �
��#	��"	 ���
�����"� � �����" +����	�������+ ���� ����� ��� ������	�	���� �
��
������ ���
�� �	�� �
$���&$�� � ����������"% ��
�� �&% �����  "��  ��		 �
������"��� �	�
� ���������"%�

*�& �����������"% ��
�� �	� ����� ��	
�� 	
�	
��	���	 � � #	��	 �����"%

�
��&��� ���� (λ|01〉+ μ|10〉)at � ��& 
����&� ����� ��������� ��
��	�	�	�� �	���
������� ������	����

1�
�� B = {1, 2, ..., n}� ����	
��� �
	% ������� J(B) 	
�� ����	
��� ���

��	�

��%  �����"% 
�
��&��� ������ �� ����	
��� B� 2��	�	��� ������	���	 
�
��&��	
������ �� ����	
��� B ���

{kB �=
1√
Ck

n

∑
j∈J(B) 1(j)=k

|j〉, 34�456

��	 1(j) 	
�� �	
 7�������  �������� ����	�� j� �� 	
�� ��
�� 	����$ � �	�� '��	�
���� ��� ������	��"	 
�
��&��& ������� �����������" � 
��� ����� ��� � ��% �	�
� #�%  ���
�"% ������	��� *�& 
������� {, },�,≺ ����	� �������
��	 ��������
���������"	 �������� � ��#	��& 
 
�������� |, >,<�



����� ������	
��� ���
����

 ��

����� LB
eq� �	
������� ���������	���
�� �� ���� ������	� �������	 ���������


��	 |p〉{kB � ��� 
��� k = 0, 1, . . . , |B|; p = 0, 1, . . .� ��� |p〉� ����
���� ���������
������
� �	������ ���	������� �	�������	�	 HTC �	 LB

eq� ������� �����	��

����� H̃B
TC � ����	 � �� �	���	�� !��� �	�������	� 
 ��
� �	����� ������"� ��

�	
�����#� ���������� $�	 	���%	 ����� ���� 
��

(H̃B
ip,iB ;jp,jB

) = (≺ iB}〈ip|HTC |jp〉{jB �),

��� ip, iB� �	�	����� ����� ������
 � 	���#� 
���� ������ jp, jB� ��������� &��

#�������� �� !������
 �	��� ��	�	�	� ��� ������
#� ����# 	���%# ��� �#
���
���
����� �	
����
	

ip − jp = iB − jB = ±1,

���
�� �� �����#� ���� �	��� ����	����� !������� 	 
����� 
#���	�� �� 
��	 �	����
����	�	 HTC � '�����
#� !�����# 	���%# ������ 
#�	���� ����� ����	

p = min{ip, jp}, b = min{iB, jB}.

����	 ���

H̃B
ip,iB ;jp,jB

=

{
hω(p+ b), ���� iB = jB, ip = jp,

g(n− b)
√

p+1

Cb
nC

b+1
n

, 
 �����
�� ����	��
()�)*+

���
�� �	
����
� � ��� ��	���	���#� !������
� ���� ������ !������ �	����� �������
���� ,����� �������� �	�� -�!���%���� g ���� ���	 
�	�������
�� 	���
 � �����√
p+ 1� !����� �� ����
������� ������
 (
 ����	���	� �� ������������ ����+�

�����
������ �����	���#� ��!���%�����
 
 ��	��	���� ������� �� ������
���
�#� �����	�� 
 ����������� �	
�����#� ��������� ()�).+� �� ����� (n−b) � �����
��	�	�#� 
 ���� �	
��� ����� 
��� �#� 	���
� 
���� ����� �����#� ���	�
���� ��� ������	��� �����	 
 �	��	���
	�� ���%�����

/�������� n� 	����0 ������� � �� �������� �������
���#� 1	��1 � n + 1
���
���2 {0 �� {1 �� {2 �� ���� {n �� �	�� ��� !������������� "��� � �� �
��
�������� ���
��� ����� ����	��
#�2 Ek − Ek−1 = �ω� k = 1, 2, ..., n�

&�� �	
�����#� ��������� ���� ���� 	�	��� ��%����%�� �	�� � ��������
�#�
��%����%��� ����� n = 2k ������ �	���3� 	��# �	 �
� �����#� � ���� �����	�	��
���
�0 ������ �� �� ������� 4� 	 
����0 � �� �� ������� )� �	������ �
	
�	����#� ���������2 |ψ1〉 = |0〉ph|00...0〉1|11...1〉2 � |ψ2〉 = |0〉ph|11...1〉1|00...0〉2� , !���
���������� ��� �
�����#� ������
5 
 ���
� ���
	� �����	 	���
 
 ����
�� ���
�������� 	 
���	� � 
 
���� ������ 	 
� 
���� � �	������� 6��� �	�	�� !
��0%�0
� ������ �� !��� ���������� �	������ � |ψ1〉� ��� ��	��  � ���
�	����� 
 ������
����%�0� 	���	� �	��� �	 ���� ����	 ������� �
������ �	
�����# ���������
	���
� ����� ����� ����� ��������
�
	�� 
�� �	
�����#� ���������� 7��	�� ���
��� ����������#� ���� ���� 
����� 
�� 	������	 ����%����������� �	 
����
��������� � �	 |ψ2〉� �	�� 
�� ��
�������� � ����� �� ���� # ������ ��������
�#�
	�	��� �	���
���� ��%����%���

7��	�� �	�	���� ��������
�#� ��%����%�� ����� ������ �	 �	���
���� ��� ���
���� 	��	� ���� 	������# �	 �	8�� �
�� ���������� ����� � ����� n ��	��
�����

�� ����� � ����� ������� � �	�	���� ��%����%��� �	�� ���	��� ����� �	��� ��



�� ����� �� ��	
�	��
	�
 ���
�� ���

���� ���	 
��������� ���������� ��� ������ ������ ������� ����� ��� �����
�� ��� !"���� ����# $�!��� ������ � ��!$�#

���!������%��$� ���� ����������� ���������# &��� ���!��� ���'� (����$�)��# ��*
�����  !�!� ���% ����������+ ��" ��� �� $�!��� ������ �������"�� � ������
��������+ ��������� ����)���� ���������

,���#)�����% ��������# ���� |ψ1,2〉 $������ � ���+ )�� �� $�!��� ������ ��*
$!� ������� � ��)������ �����"����% ���������# ������)���# ������#+ ��"
 !�!)� !�������� ��!$ �� ��!$�� -��)��� ����$� ������� ����.)���� � ����*
/����� ������!�0 ����� ����/����� � !)����� /������ ���� �����"���
���!. �����"�! �� ����������� 1������������ �����"�� ������)���� ����*
���+ ��� ������# /�����+ ���!2��� ����# $�!���#+ 3�������3 ��!$!. $�!��!+
$����!. �� ������%+ ���������� ��*�� ��$�+ )�� ��� ��� ���� ��������# ������!��
���������� ����������# �� ��  ��%4��! )���!+ )�� ���� ���"�� ���������%
����"���� ������ ������ � 5��� 3�����������3 ����������� 6�� ���#���� ��*
�� ���� �� � + ��� ��� ��� ��� ���"�! �� ����%�� �� ������# ��� �������+
���������� �!��� ������������ � ��� �� ��� ���"���� ������#+ ���������
��������������� �����������+ �����������% ������� ������� �� ���������� �"�!
��������� &��� $���! �'�

������+ )�� ���!)�� � ����2%. ����� �������� ���������# ��)�������
$#��� ���� 789:;<= ��������� � ��!�����%.+ ��)���� ����� ��*�� ������� �����	
��� !���������� ������ ����������� ������!�� �!"�� ���4��� ������� ���*
����% ��� �������� ����)���� 5������+ ��� �� 5�� ����� ��4�

������ �����	 
��

>���% ?�����*
�����$�� ��"� �������%�� � ���%�� � ���!!���� ����)*
���� ��������+ �� � � ��������� ��)���+ � ������� !)����!.2� ������������
� ����� ����� ���!"�� ���"����� ��!$�� ������+ ������ ���� � !)����!*
.� � 5��# �����+ �� �����.� 5//�� ������$� ����#����� �� �����+ �����2� �
����%� ?���)��� ����#���� ��"�� !)��%+ ����� � ����% ����)��� /���*
�� * ������ ��� ���# ����+ ������ 5��� �!�% �)�% ������� �� ��)������%���
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 ��

���� ���	
 �������� ���������� ����� �� ������� �������������� ������ � !
"�� � �������# �� � ���� � ��$"�#� ν12 = 2, g = 8, γ

(2)
out = 15� %������ ����&����'�

(�� �"������� "�� ����� � �)��* �������*
 γ1 = γ2 = γ� +��,(���� ������ (��
-���������, �� &������ ����������'� ����*�"� ��"�� � �����&���� �����"������
&�� �"������.��� -������� ���� �� ��)��, /�	0�1

�������� ���'"� �$�� �������. ����&����� ���"�#����� ���", �� ���, � �����2
�������# �������� �� ���(���� ��� �"��. ���"���� ���,* ��������#� � "�)����

���,#� ����&����# ������ "���'���������� 2 Aterm =
n∑

i=1

γiσ
+
i σi� '"� γi2 ��������2

����. "�#����� ����&����'� ������� �� ��� i�

�������� 3���&�� �������#� �������,* ����&���� �������� � ����������2
�, ��&��� � ���3�� '"�� ��� �),&��� �� ����&��# ������� ������ ���)����,#
���� �������� �� ���, ��$"�# ������� j "�#������ ����&����# ������ "���'�2
��������� Aj

term� � ������ ������������� γj
i ������� �� ���.�� �� ����� ���� i�

�� � �� ����� ������� j�

+����"����. ����# 3���&�� �������# ����"������� ��� $�� ��� � �,(�� �� ���2
����� ���������� ����� ��� ��&��.�� ���������� � ������ �"��������,# �����
��*�"���� � �����# �������� � ��� ���, 2 � ������� ���������� 4�������� �"���2
������� �����,���� ����&�� �����2����������'� ������� ����� �����"����� ���
�������� ���,(���� ������������� �������'� ���"�#����� �� ���,� �� ���. ���
�����&���� γi "�� ���* ��� �������,* �������#� �*�"���* � 3���&��� 5��� ������
���,������ 6789:;<=> :;;<;?76 ?@:=;8A@? -� !� �� /BB01C �� ���� ����� ��������
� �������)������.�� �������� �����,* ����,* )������# -��� ���,���,# DEF2
�������� �� /BG01�

5����� � ! &������� �"��������� � ����.� ��������'� �������'� ���������
"�� 3���&�� �� "��* �������# � �"�� ���� � ��$"�#� �����.��� �����"�� ��
������� ���	�
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 ����
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���� �� d� �	����� ������ ���
�
�
�
	������� �� ������ d � �	������ ������ ���
�����
�� ���
�������
����
�� n ������ � !�	�
 �
 gji �"�
�������
 � #��� �������� ���� i 
�� �
�

H i
TC = �ωa+i ai + (a+i + ai)

n∑
j=1

gji (σ
+
ji + σji),

H i,RWA
TC = �ωa+i ai + gji (a

+
i σ̄i + aiσ̄

+
i ), σ̄i =

n∑
j=1

gjiσji,
$%�%&'

�� ()*� #	
��
+�
 �#	����
�� #	
 gji /�ω � 1, �	��
� �
������ -+- ���"���
��� ��#	 +�
 �#	���	��� .��� ai, a

+
i � #���� �#	���	� ��
���+�
 
 	�+�

��
 ������ ���� i, σji, σ
+
ji � ������ �#	���	� 	��/���

 
 ��"��+��
 �����

j, ����������0�
 ��� i, /���	� �#	�� 0�� ��������� ��	�"���

1���� �� ������� A, ����� ��� 
" d ��
��/���� d� �	������ ������, 	�"�
�
��0�
�� ����/� !�	�
 �
 �"�
�������
 � �����
 #�� , �#	��� �	�� G
��"��+��� 	�"	2���� #	����� �+�� �	��� �
 �� /�+���� j��� �����, j =
1, 2, ..., d� 3	2
�� G ����������0� �	��� � !�	�

, 	�	� � 	�"	2���� #	���
��� �+�� �
�
� ����� G "���� ����	 ����"��+��� ��� JG, � /���	��
 ��+�
�"�
������������ /�+��� ����� ������������ ���
�����
��, ����������0�
�
�	��� G, 
�� �
�

HG
TC =

∑
i∈JG

H i
TC , HG,RWA

TC =
∑
i∈JG

H i,RWA
TC . $%�%4'

3��� ���"����
 σ̄G =
∑
i∈JG

σ̄i� ����� #��#	���	������ ����� ������� ����� �
�

�� ������� � ��"��+���
 #	�����
 G ��� Ker(σ̄+
G + σ̄G) 
 Ker(σ̄G) � ������

����
 
 � ()* #	
��
+�

 ������������� $.���
�, ��� �/���	� ���� �����
��#��/��� ()* #	
��
+�
, ����� /�/ �	��
 � ��, / 	�"��� ������ #	
��
�
����� ()* ��/+ ��+� ���� 	�"�
����5 ����������0�
 ���
�
/��

 �#	��
��
�  ��� 
" #	
������5 �� 	������	
��� ����/� ������ #	
��
����
 !����
#	
��
+�
 /� ��� ����� 
 ������ �����	�����'

6	" gj(r) ���"���
� ��#�
���� #	���� #� 	�	� r, ���
� 0��� #�	� ���
��� �
� � �	�� G �� ����� j�

7���� �	�� G �	
��
	�������, "���� �	
����
0 �0���� 	�	� #� ��#	���
��
0 / ����2�
0 !�	�

 �������� ����� �
 � .��
/�
	���� ���	 ����� j ∈
{1, 2, ..., n}, #���
� � �	�� G 	�	� r �
����
 gj(r)� 1����
�� n �	���� Gj, 
"��
��	���� G, �� /�+���� ����� � ����� 1	�#���+
�, ��� /�+��� #�	 -���� j,
����� �
 i- ��+�� #	
#
���� #���+
������ �� w(j, i), ��/ ��� �� �0��� #��
	� j, j′ ������ ����2�
 gj(r)/gj

′
(r) = w(j′, iin)/w(j, iin) = w(j′, ifin)/w(j, ifin) �� 

�0���� 	�	� r � ������� iin 
 /����� ifin�

�������	
� ����� �
 ������

|DG,A〉 =
∑
π∈Sd

(−1)σ(π)w(1, π(1))w(2, π(2))...w(d, π(d))|π(1), π(2), ..., π(d)〉, $%�%�'



����� �����	
 	����������
� ���	�� ��

��� π ���	��
�� �� �����
����� �
 �������� 
����� 1, 2, ..., d� 
 σ(π) �	���
�
�
�� ������� �����
����� π� �������� |DG,A〉 �
���
��� G,A� ���������������
������������ �
���
��� �
��������� ��� �� ��
 w(j, i) �
��� �������� �����
�������� ����
 ������� ������ �  !"� 
 �
�������# ������������ � ������
��� ������� �
��������
�
� $��	� ���
�
�� %��� �
������ ����&'�# �������

������� (�� d = 2 ������� )*�*�+ ������ ���

g1|01〉 − g2|10〉 )*�*,+

 �������& �� ����������- %�� ������� ������ �  !"� .� ����������� ����
w(j, i) ������� ��� ���
 ���/ �
�
���/ �� )*�*�+� �����
&'�/� ������ �����
�
�����# ������# ����# �
�� 
������ 	����  �������& �� ��%00������
 ����� ���
)*�*,+� � �����# ������� ������� )*�*,+ 	���� ������ ��� ������� �
��������
�

����
 � ������ ����
� ����
 g1 = g2�

1����
0 G′ ⊆ G �
���
��� ������� ��� �����  �&	�# ���# ���2���# ��
������� �� ���2���� ����������  ��# ��/���'�� ��	���� �����  %��� ��	����
3
	�� ��
0�� G1, G2, ..., Gr ��
0
 G �
����� �
�������� ��� �� ����� �� �����/
�����
0�� � �/ �	4�������� �
�� G� 3
������ ������� ��� �&	�# Gi, i = 1, 2, ..., r
������� ����������# ������� ��
0
 G�

(�� 
�
�	�� n d���������/ 
����� � ���� �
	��� 5*67 ��
�������	��# �������
����&'
� �������
 � ����� ���� �����/ ������#�

��������	


� ���� ������ ��������� � ������������� HG,RWA
TC ���� �������� ��������

��� ��������� ������������
Gi, Ai � ��������������� ��� ��������� �������� {Gi} ��� � G � ��������� ����
!����� ���� ������ A �� ������!����� Ai 	

"� #����� ��������� ��� ��$���� ������������� HG
TC ������� � ��$�����

��������� ������������ �����������
Gi, Ai ���������������� ��� ��$��� �������� {Gi} ��� � G � �����������%��
��������� A �� ������!����� Ai	

8 �
������ �� %���� ������� ��� ��� ������ ��
0� G ������ ������� �
�����# ������ 	��
&� ��2� ��� 
�
�	��#  ����� 
������ ��
���� d� (
��
�
�������
 ����� ���
�
�
 ������ ��� d = 2 � �
	��� 59:7� ;�� ��� d = 3 �
��
�
�������
 ������ ��������
 �
 ���������&���� �� ��������/ ������� 
������

8 
�
�	�� �
��������/ 
������ �
� ��
����� ��� ���
�
&'�/ �
��� �����
/����� <��
�� � ��
�����/ ����
/� ��� =
����= ������ 0
�������� 0�������
��
���������� ����� ��	���� � ���
����� �
��� ��������/ ����/���� � �����
/
������
����/ �������- � %�� ���
� ����� ������
�� �����
&'��� ������ ��
�������

3
������� ��� ���/
������� 
�
�	��� ����'��� �� ���/ V � 
����� � ������
λ� 
���
� ���	�
������� �
 ������ *����  !"������� ��������
���� 	���� �����
�
�������� > � ���� �� ��� 	
���� �������� �
�?



�� ����� �� ��	
�	��
	�
 ���
�� ���

���� ����� 	
����� ���� ���
�� ������� ��� v� ���� � ���
 λ� ����� ��������
������
� � ���
������� ��� ���� ������ �
������� ���� ��� �Ω, �ω�

|120〉−|102〉, |200〉−|101〉−|001〉, |200〉−|110〉−|002〉, |000〉, |002〉−|020〉, 100〉, |110〉−
|101〉�  ���� �������������
���� ����
�� ������
�! � ��� " ������ 
� ���"
���

���� ����	
��� ����� �
���� ��������

#� �$��
�� ����� ����%������ ����� 
� ������� �
�����& ������'��� �� ��"�
��"��"���
���� ������� ("��� ���
�%��� ����
�� ������
�� ������� ������ � ���
�� %���� |n〉ph|m1m2〉at& ��� n� %���� )���
�� � ����
�����& m1,m2� %���� ���"*���

�� ������� � ������� ������� 0� ��
��
�� ������
��& 1� ���"*��

��� +���� �����
������� �� �������������
�� ,���� �����& ������� 
�%�
����� � ����
�� ������
�����

��� ������
�� ���� � ������ |Ψ(0)〉 = |0〉ph|Φ0〉at& ��� |Φ0〉at = α|00〉 + β|s〉&
|s〉 = 1√

2
(|01〉 − |10〉) � ��"�����
�! ��
����& α|00〉 + β|s〉� ���������
�� ������
��

��"������
�! �������& ������� ��*
� ���"%���& ��*��� 
��������� ����� ��� ���
�"���
�� )���
� ��"������
�! �������!� -�������& ������
�� ����
��� �
�����
|01〉 ��*
� ����������� ��� |01〉 = 1√

2
(|t〉 + |s〉)& ��� |t〉 = 1√

2
(|01〉 + |10〉� �������
��

������
��& ������
�� ��� �������� ���.� ��� |00〉 � |11〉�
/�� ���0���� � 
������ i ������� � ����".'��� 1 ����
� �����
� τi �� �����

������
�� ������� 2����� 3 ����2 ρi& ��� ���� ������
���� ����"������ )���
�� �
������� ��%���.'� ����� #� ���"����� � ����
���� ���
 )���
& ����� %��� ���.�
%��� �%�!�" ���������& �������*�

". �
"��� ����
����� � ����*�.'". )���
 �

�������
�� ��������� 4��� ���"
�� ����5 � )�����"�� ����� ��������
�� ������
����� ����� ����� ,��� ������ ����".'�! ��%
� ��� *�& � ����& 
����� ���������"
�����
 ��������
�� ����������

#� ������������& %�� ����� ���"��� )���
� � ������� ���� �� ����
�
�. ��� �
�����
�� ��������! ��0����0�� ��*�" ������
����
|1〉ph|00〉at � |0〉ph 1√

2
(|01〉at + |10〉at)& ��� � � �*������� �����
�� ����� )���
� ��

������� � �� ��*
� ���
���%�& �%���� ���"�� ������%���� ��
���

���

�"��� ρ′i � ������
�� ������
�� ������� � ������� � ����
� i� �� ���.%�
�� �%�!�
�� ���������� ��������" )���
 ���������� � ������� �%�
� �����& ��*
� �%�����&
%�� ��� ������
�� ���"%����� �� ρi ������
��� )���
� � �������� ρ′i = a+ρia� ���
��� ����� �� *��� ����� dτclick i& ����� � �������� ������� )���
& �������,�! ��
��������

1���� ��������
�� ��������� dτclick i 
� ,��� i �������� ��"%�!
�! ����%�
�!&



����� ����	
��� ����� �
���� �������� ��

���� ����	 
�������� ������ �������������� �������� L1 = a+a � ���� ������ �
������� ��� ������� � ������� ����� ��� �!����" ���� ��������� #������� $������
��"��� ���% ����� � ���� �������� ������

�����"$�� ���!� �� &��� i% ��� �� ��&�" �������� ���������% '( ��&� �����' ��"
��� ��� �)) �����*� dti� +���*�" ������������" dτclick i '��"���" � ��!�(' &���'%
� "��"���" ��������� ����*��� ������������"% ������) '( �� ���' �� ��������)
,���-.% �� �������" �� � ����' /������'����'� 0�� �(������� ��!�� ��&� ��" ����%
���( ����� ��� �)) �����*� dti �!�����" $���� ��������� �� &��� i� 1����*�
��������� ρi+1 '�!�� ����� ��� ��&���� ����� 2�&� ��" ���������� ��������
�� ��������" ,���-.% �����������)$��� �(���� ������ �� �������% ��" ���������
�����"��" ρ′i(0) = ρ′i% � ��' �������'% �� ��" '�'���� dti /�� ��&���� ρ′i(dti) ��
�����!�� ������� � ������� � �����)$� '���� ����"������) �&���� ,�&���� '��
!�� ��������� ������ ����� '( ���������� !���� ������(����" ���������% � �����
�������� ������" � ������� ��� '�!�� �(�� ����$�� ���!�.�

3���% ��� �)) �����*� dti ��" dτclick i �� &��� i '( �$�' �������% ��&�" �����
����� �������� ���������� 1( �������' ρi+1 = ρ′i(dti)� 4���� �(���� ������ �� �����
��� �����"��� ���'�� ������ ������� �� '��"���"% ��/��'� '( '�!�' �����������
�������� ���'" �!�����" ������� �(���� �� ������"% ����&��� ���������� dti
��" �'���&���" ����"������ �&�����

1( ����' ������ ��� ����������(� ��������������(� &���% ��!�(� ��� ������
��" ���'" ������(����" ��������� �� �(����)$�� �� ������� ������ 5��� '�'���
τi − τi−1 $���� ��������� �� &��� i ����'���������" ��� �������" �������% ��
����*�" ������������" /��� ������( �� �����" ��� P (t) = 〈0ph0102|ρ(t)|0ph0102〉+
〈0phs|ρ(t)|0phs〉% �� ���� ��� ����"������ ����% �� ����� �(����� �� ������� �� ���'"
t% ����" ������� ��'����� ����� &��� i� 4�������� ������������" ���'��� ������
�(����" ��������� ���� dP (t)/dt� 4���� ��������� ����&��� ���� ��������������
�( &���� '( �����' ������� ���'" dτ �� ���' ������"' dτclick i ������(����"
��������� � ��&� /������'���� � #���� '( ��������' ���� ��������� �(������
���������" �������������( /��'����� '����*( ��������� ρi � �����' i% ��� ��
������������� ������( dτclick i ��" ����( i ����� ���������� ��������(' ��"
����&� i% � �������" � ������������)%  ���������'� ���� ��" �������� |00〉% ���
�� ��" �������� |s〉6 ����' ������'% ������( ���'�� �!�����" $���� ���������
dti% �����" � '�'���� ����������" ������������( /��'�����% ����� ��������(%
�������' � ���� dT �

5��� ������� ���'" dτ �(���� ������ '���&� ���������� ������ dτcr% � �������
�� �����" ��'�(� ������� |s〉% � ��������' ����� '( �'��' ������� |00〉% �����"�
��� ��������"% � ��" ����" /������'����� ��������" ������ � � �(���� ���������
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 ��� 
 !���������� ������� ������
� ����" �"���  dτclick i =
τi − τi−1# ��� 
���������
� ! ��" ��������$ �% ����� 
���������� 
���� �����
&��� ����� �� ����������� �
' ����
��  �����" ���� �
� � ����
� �
�� ������ ��
�� ����!�
� 
��!" �� ��� ����� ����� ����
�%  �% ��!�����
�� ��	��(���
������ ����������� |00〉 ������	� 
�
����� ����
��

)
� �������������� 
�
����� ������ ρ0 = |s〉〈s|� �� �� ���� 
�	���  
������
����� ������ as ������ ! ����
� �"��� �������� )
� �� β = 0� �� �� ����
������ ρ0 = |00〉at〈at00|  
������ ����� ������ ������ at �"��� ������� ��� ��� !�
����� ��!���
��� ����� �������
� ����� ����� 
 ���"����� ��������
��' ��	���
���
� ��
������ ������� *��� ����!��� ��
������� �!��� 
���
���
�� ������
��� ������ ������ dτcr = (as + at)/2�

����� �������� +,- ��������� ��

����� � ����
��� ���������
���
����� ��	� ����	� ���.�

� ��������� �
������ "������� 
 ���������� /�������
A1 = a � "������ ������ ! ����
�$

i�ρ̇ = [H, ρ] + iL(ρ), L(ρ) = γ(aρa+ − 1

2
({a+a, ρ}), H = HTC . &0�12%

)	� ������ ρ(t) ����� ��������� ����� ����
���� � ��� ��
������������
�
��" ��	��� ! ������ �� ������ ������
� ��� ��	 � ����� "������� ��
�
&0�12%$ ρ̃(t+ dt) = e−iHdt/�ρ(t)eiHdt/�� � �� ������ � ��	 � ����� "������� &0�12% 

"�������� ����"�������$

ρ(t+ dt) = ρ̃(t+ dt) +
γ

�
(aρ̃a+ − 1

2
({a+a, ρ̃})dt.

3�"�� �.���� �������� γ ����� ���� ��
�����" !������ ����.� ������
� ��
������ ��	�� ����
����� � ������ dt� !� ������� 
��� ������������ ���" ����
��

�
������� �����" 4��������
� ����� �������
� ep : 0 < ep ≤ 1� �� ����
γdt
�

= ep� ���"�� γ = ep�/dt� 5�� ����� Rb85 ���� ����
�� ������ ������� ����
����� ������� 
�
������� 0.7 cm� �� ���� γ ≈ 10−17ep 4�	�

����������� ��� �� ���� ��� ! ��������$ �% |Φ0〉at = |00〉 � �% |Φ0〉at = |s〉�
6 ������ 
�"��� ����� 
���������� ���������� "
��������� �� �������" �
�" 
�
������� �"��� � 
�" .���������� ���������� ������� ����� ��!�� � ts� �� ������
� � tt� ��
�����" tt− ts ��
������� ������� ������� �� 
����� 
���
���
� ���

������� ��!���� 4� ��� 
�"���� 6������ �% � �% ��'� ��
��� ��������
�
� ��������� 
�
����� ���� ������ ���� �� |01〉� ��� ��� � 4��� 
�"��� (�����
��������� �� ��	������� 
 ����	� 
�
����� ��� �����	� ��	� "�� �!�������
��� �� ���� 
�
����� |00〉� � ��
"�
��� (����� � ������ ��
������� ��������
������ � ��� �� ���� 
�	��� |s〉�

*����� �"
�� ��� �
�� α, β ���"������ *�	�� � ����.� ������
� 
�
�����
������ � ��!
� |00〉, |s〉� ���"������ � ��!"������ ��
����� ��
������������
�
��	�� �����	�������� ����� �"�"� ���������
� 
 �
��� ��	��� ��� ��� � �������
����.� ������
� �����
��' ��
�����
� �� |00〉〈00| � 
 ��������
��' |α|2  |s〉〈s| 

��������
��' |β|2�  �� ����� � "�� ��!��������" 
�"��' ��" ��
����
��� ����
�������� ��������� �����	������� 4�������� ����.� ������
� "
���������



����� ����	
��� ����� �
���� �������� ��

���� ���	
 ���� t = Tnon ������� ��������� ������������� ������� (abs <
10−3g/�ω � ������� [0.01; 0.01] � ����� 0.01 ������������ ���!�
 γ/�ω = 0.01 

��� �� �����
 dt = 0.001/γ ��������� ���������� ���!� ��� !�����" �������#

��� �����! $�����
 0.95�

%������� ������������� ���� ������� ��������� �������������� �������

�����&� ��������� Tnon ����%���� ������������ ��� ������� ����!�� �'�#

����� ������� ����� $����� �� �������
 Tnon =
L∑
i=0

dti �� L # ���������� ���%��

���� �� !������ ������������� ������ �����&� ρL ���������� ���(�'���

������� )��$�! ����� ������� ��������� �������������� ������� �����&�

��������� Tnon � ����������� �� ������ g �������"����� ������ � ���� ������

�� �����! ���	�

*� �����! ���+ ���(��'�� ���$�!� $��!&�" ���������� ����� �����

$����� �� ������� ��� ������ ���%��" γ, ������������ ��������� ����������

(���� ������������ �� ���� $��!&�"
 ��� γ = g ���$�! ��������� ��!���� ��

�����! �����

-����� .�%!�� ��!���� dτ1, dτ2, ..., dτLs,t � �������������� �!���������

����������/� ���������" ��(��! �� ���%��� ������ ���%��, ���%��� Ls, Lt

��� ���� !��!�����/.�� ������ (���� �����%����� ��������� 0� &��������"

�������" ���� ���� ���$���%�!� ξ =
L∑
i=1

dτi/L (��� ���� ��� (������ L

��������� ��������� � &������ as � at ������������ !����� ���������/�

��(�" ����� ����� ����� $����� ��� ���� ������������� ������
 as < at�



γ = 0.01g
γ = g

γ = g

dt

dt



dt < dt � dτclick i ≤ dT

N
dT = max(dti)

dt = 10
γ = 0.01g dt = 50

N =
1000 at = 1.551 as = 1.125

nbor = 2Tgen/(as+at)
Tgen Tgen = NdT

nclick > nbor |s〉
|00〉

∞∫
nbor

N0,σ(x) dx

0 1/min{Ls, Lt}
Tgen

|SD〉
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n� $����� ���� 
�� gi ����� ��
���� �
��������� �

����%
����&'��� �
�� i� ������� 
� ��������� �
�
�
" (��)�� ������

" 
�
�
!���
����� �
�� i 
���!��� ���� 
� ����

|Ψin〉 → |Ψfin〉

����� �
��
����� ������

" 
�
�
!��� *��� ��� �
��
��� 
�����&� ������
������ ��������� �
�
 ��������!
 
�
������
 ��
��������
" �

������
r� ����
� % �����������!
	� ���� 
� � ���
��
� ���������� �
��
��� �
 ����
gi > 0� ���� �� ��� ��������� 
����
�� � ���
��
� ���������� �� ����� gi = 0�
!�
 
��!��� �
��
�
��� ���� 
�� �
���
 � ���#� �
����� ����������� �
 ����
gi 
!�� ���
� +���� �� ����� �!������� ���� 
�� ��� �
����
��

,�� ��� ��
��" �� 
�
��!��� ������������ !���� |D3〉� ,���
� ���
� �
��
%
��� ����� ��� |03〉(|0112〉 − |1102〉)� ��� �
��
��� �� ������ � |010203〉�

-� �����
����� ���� ������� �
��
��" ��� �������" ��� ��. %��
���� 
��
�
�� ��
���� !����
� �
�����
���� ��� ��!��" ��������
�/ dt = 1 01� γ = g�
dt����� = 100 01� N = 1000� 2��(��� (��)�� ������������ ������ �����������
������
�� ��� � ������ ��34� ��
�
��� ������������ ������
 ������ '��!��
������
�� ��� ���� �
��
��" ��� � ������ ��3��

5��� ��34/ 6��
���� ��
�� � �������
��� 
� ������� γ = g�

��
�
��� ������������ ������
 ��!��� ������ ��������
���� (
�

�
�!������� ��� ��!��" dt����� = 100 01� a |10〉ph|000〉at = 22.243 781� a|10〉ph|D3〉 =
16.596 781� a|10〉ph|0〉(|01〉−|10〉) = 22.423 781�
a|10〉ph|0〉2(|0113〉−|1103〉) = 22.423 781� a |10〉ph(|01〉−|10〉)|0〉 = 22.423 781�



����� �����	
��� ������� �������	� ��

���� ����	 
������ ������������� �������� ������� ����� ����� �� ���� �����
����� dtclick = 100 ns, γ = g.

 ������� ����� �� !� "���������� �����"�� � ���#���� ��������� ������
���	 �������!����� ����� $�� ������ �������� |01〉� � � ���#���� ���!��"���
�$��� # ��� $#�� ������ |s〉 = 1√

2
(|01〉 − |10〉)� %� ��������!� ��#�&��	 ��

������ �!����� !� ��������� ����#'�� "�����������

���� �����	
��� ������� �������	�

(���!��"�� "������� "����)�� ���*�� ����������� +���!��"�� ���"&�� �
��*��� ��������� ������� � &���) #��������� �"��� ���"&����� ,� ����� ��
���'���) " ���"&��� # *� ����� !� ����� ���������#"#���� ������ �� ��
��'���) " ��&�������� ��#"#�� ����"#�� � ������	 "������� "����)�� ����
*�� �������� ����� ��+������ ���"&�� � #!��� ����� !� $#�� ����!�� ������
"������ ��� +������ %� ����!� � �$-�� ��#!�� ����"� � ��'����� � "����)�����
�� ���#����� +���� � �����-�� ����� �� �#-���#�� .� ��'���� ������������
�������� ���"� ��� ����������� �����+ ���"&��� ������)-�+ "���"�� ����
��� /�� ���*��� +���� 0# ����!# ��*�� ���������� ���"� � "���"�� *�����
���������� ��� ������"�� ��������������� ��!�����+ #������ +���� ����"�����
*��"� ���#&��#��� ��#"#��� $��"��� � ���� � "���!��� �!��� /12�


�"�*�� ����&�������#) �����*���� ���*���� �� +���!��"�� ���"&��� � ���
��-�) ������ "�����!��"��� ���������� �+���-��� � ���������#) ��"���+��#�
3���� �����&�� �� ������+��� !���� n ���+���� ���� !���� ��������	 ���� ����
����� � ��"���+��� ���� ������� �� ����'� 10 nm ≈ 10−6 ��� 4 "�"�� �"�����)
�� ��*� ��$���5 3���� �����&�� �� ������+��� !���� 6 ���+���� ����� �"�����
"������ c ≈ 3 · 1010 ��7��"� !���� ��������� � ��� n ≈ 3 · 1016� /�� #��������
�� ������������� ������"� �#*�� '�� �� ������� dt� .�� ����!��� ��+����� ��
�����'���� ���������������� dE · dt = � ≈ 10−27 0�� ��"� /�� 0��"��������"�
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dE ≈ 10−17 ���� dt ≈ 10−10 ��	� 
 ��
 ����
���� �� �	�����
 ������ �����������
� �����
����
�� ������

 ����� ������� ���� ���
 ��������
���� ������� ���	�
���� �� ����� 	 ������ ����� 	������� ��
���� 10−12 ��	� ��
 ����
���� ������
� ��
�
��� �������� ������
����
�� ������
� ��	��� ���	���� 

!�� �����" #
�
	
 dE ≈ 10−5 ���� dt ≈ 10−22 ��	� 
 ��
 ����
���� � �����
���� ��
��
�
���� 	 ������
��" �	�����
 ������ ��� �����
����
� �
��
	

����� ����� ���� ��
 	����
$��	�� ����������

 ���" �
��
	
 %���� ����& ���
�����	���������� �����
����
� ��� 	������� ����
	�� ��� ��� ����� �����
235U ��� ������ � ���'� 2235 

(�	
� �������� � ���	�� ����������
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�������	
�� ����� �	���	��	������	��	��	��	 ����� 
��� ��������� ��
� �	�������	������ ������ ������	�� � ��
����� �!�� ��� �����" � �����
�����#!�" � ��� ���	��� ����$����" ������%& '	������� ���� �����	 �� ����
��� � ����� ������	�#��	# � ����!�� ����	���	 (����	�	 aN � ����� �	������
�	�������	������ )���� �����	 ���� �����������% ����$����% ���� ������%� ��
������	!�" ������� �����	# �������#�  "��# ��� �	�*� �� �	���	����	���% ������
�� ������%& +�*� �� ���� ���
�	���� ����	���� (����	�	 �# �����	����#
�����$����% ���	�������&

,	�������� �	� � �������	
��� ��� �� ����� ������� �� � �	�� 	���� ��� �
������!	���# �� ����% ������ � �� � �& -�	 ����������� ������� �"�	���� �� ���
�� ���	����� ��� ������" ������� ��� ��	���� 	���	��� ��	���#��# �	��$�����
� ��� ��	�� �������# �	��" 	�����&

�� � ��� ������	�	�� ��� 	���� �	��$������ ��)��� �	�����	�� �	������
�����#��# ������ ��"��# �� .�������	�. 	����� � ������	������ ���$�� )�� .�����
���	��. � � � ������ ������� ������� � ������% �	���% 	��� �	"�����#& �	���
���	���� �	������ �����#��� � ��� ����� ���

|n1, n2, ..., nk〉ph |at1state, at1position〉|at2state, at2position〉
...|atnstate, atnposition〉, /�&012

��� |n1, n2, ..., nk〉ph � �	� ���$��� $��	 ������� � �����#" 1, 2, ..., k� |atistate, atiposition〉
"	�	������ �� 	��� i3 atistate ∈ {0, 1}� �����#��� ��� ���� �����#� atiposition ∈
{1, 2, ..., k}� ������� � ������% �� �	"�����#& �� �������� ����� � �	�� �����	$���#
�# �� " �������" 	�����4 �# ����� �������" � ��� ����� atistate ∈ {0, 1, ..., d}&

5	�������	� �	���% �������	
�� �� $	���# �� �	�������	�	 �	���	��	������	�
�	��	��	 ���	������ �����������" �	�	���"� ������	�!�" � �������	���
	����� �� ������ � ������3∑

i,1≤j<q≤k

rijq(S(i)
+
j S(i)q + S(i)+q S(i)j), /�&0�2

��� Sj, S
+
j � ����	����  ��$������# � �������# 	���	 i � ������ j� ������� ��%�

��� �� �	� ��� �	� � ����	����  ��$������# � �������# 	������� ���� �����#
σ, σ+� rijq � ������
	������ ������������� � �������	��# 	���	 i �� ������ j �
������ q � �	������&

,	�������� ������ �� �� " ������%� ����������" ����������� � � �������
������ � �������	��# 	����� �� ����% ������ � �� � �4 ������������� � �����
���	��# � ��� �# 	����� � � � ����	������� �	��� �	� � ��� ��	�����%����# �
���� � ����" �����#"& 6# ������� �� " �� " �������" 	����� �	�������� �"
�����#���

|C2〉 = |s1〉 − |s2〉, /�&002

��� |s1〉 = |01〉|11〉−|11〉|01〉 � �� "	�����% ������ � �����% ������� |s2〉 = |02〉|12〉−
|12〉|02〉 � �	��% �� ������ �� �����% ������ /�����	$���# ��������� ���	���
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�������� �	
�� ������� |C2〉 � �	��� ����� �� ����� ������� ����� ������
�� �	 ��� ��� 	���� ��� � ��!������� ������"	��� �! ��#��� � ��#���� 	 �
�	!��$ ��#���$ ������ �	!���� � ������� �	������� ����� ������� |s1〉 ������
�� %�&���

'������� ���	 |C2〉 �� �	!���� �������� ( ������ ������� �	�	 	����� ��
��#�
� �� ����� ������� ������ �� 	���� �� ��)�� � �����#����	�� �! ��#��� �
��#��� �� ��� �� �������* �!�!	 ����������+�����)� ,���
�	� -%.�&���� ��#���
/���	�� �����#����	��� 	�����/� � �%�!�	��� ��#������� )�	� ����! G� 0	!����
)�	� G ������� �#� # %�� +�
# � ��� �&����� ������ ��#� ��%��� ��)&	 ��!	����
�� �� ������#�
�	 &#� ������"���� �������� &#� &��$	�����)� 	�	�%#� � ������
)�	�� %�&�� �"�����	�� ������ �������� 	 &#� �������)� � ���� 1�������#��
��� � ������ )�	�� �� ��)&	 ����� �	�	���� !�	
� &#� ��)#����$ �������
&��$�	������ ����� |sj〉 � ��#���$ j �	
�� �%�	!��� ���%� &#� &��$ �����$
��#���� !�	
� %�#� �	!����� ��� � �%������ �	#���� �����)� ������� &��$�
	������ ������ �	
� �	�	���
� !�	
�� �	!���� ��	��#����� 1#� �������)�
)�	�	 ��	��#��� �	�	���
� !�	
�� ��%�	�� ��#�!��

2��� σi � !�	
� ��%�	���� &#� ��#��� i ��� ��
������ ��	��#���� �	�	���
�
!�	
��� ��)&	 ������� |C2〉 =

∑
i

σi|si〉 %�&�� �������

2��� K � ��
������ �	!%����� �����)� ��#	 2k 	����� �	 �	��� G � ������
)�	�� ��)&	 ������� 2k 	������ ����� � &	���� )�	�� ��&	

|C(K)〉 = |C1
2〉 ⊗ |C2

2〉 ⊗ ...⊗ |Ck
2 〉, ����3�

)&� ���$��� ��&�
� ��������� � �	�	� �! �	!%����� K� %�&�� �������
( ������� |C(k)〉 # %	� &��	��
	 �&������� �! ��#��� � ��#��� �#� ���
	�

��� �����	� %#�
������ 	�	#�)����� &��	��
�� �	�����)�  ��� �	�����	� �	
��
�%�	!��� � �	
�� ������� 	���� �� ��)�� �� ���
	�� ���	� �� ������"	���
���&� ��#������

4 %	� #�����	� 
��%��	+�� ������� ��&	 ����3� �� �	!��� �	!%������ �	
�	��K �	
�� %�&�� ������� � 	����� �	$�&�"��� � ���� �� ��)�� ������� ������
-�
����� ��	��� ����� � ���� ��� #� ������ ������� ���)� ���	�

5���� ����&�#��� ������� �����)� ������� � &#� 	�	�%#�� �! d ��������$
	������ � �����#����	�� )�����!� � ���
���� �	
�$ �������� ��&�%�� ������
&����� � �	�	)�	�� ���6� 
����	� �	
�� %�&�� ��
����� ��������

���� �����	�
���� 	��	�	��������� ��
�������

'#�&� "�� ��&���
	+��� ��&�#� �	��	�7	����)	�8	%%	�&	 %�&�� ���&����
������� ,#�
����	� 1� �$ ��� �� )�����#� �% 	���	$ � � �$ ��!%��&����$� �� ,��
��!%��&���� ��!	��  ,#�
����	��� �	$�&�"���� � 	���	$� 9#� ������ ���
	�
��!� ,#�
������  	���	��� ��� ��#	 ���&��� ,#�
����� 
	
 ��&�#���� �%.�
���
�	
 
	
 �$ ������� %�&�� ����� ��������� 	������ 0� �#� �� $���� &�#	��
�	�� ��&�#� %�#�� ��	#�������� �� &�#��� &������� ����$�&� ,#�
������ ��
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����� � �����	 
�� ������ �������� ���������� � ����� ������ ��� ���� ������
�������� ���� ����� ���� ����������������� �����	 �� ���� �� ���� �����
���
��������� ��
�� ��� ��	 ��� ��� �����
����� � ����������� ���������� �������� 
���������	 !�� � �������� ������� �������������������

" ����� #������ ���
�� � ��������� � ����� ���� ���� �� ��� �������� ����$
��� ���������!� ����������% |0〉 $ �������� � |1〉 $ �����������	 � ���� �� ��� 
�������� ���������� �#���% | ↑〉 � | ↓〉� &�������	 �� ���'���� �� �������� ������
|0〉	 ����� #�!������ ����� 
������ ω	 � #�������� �� ������� |1〉 $ ��� � ���� ����$
��� ����������	 � ����� ����� �#�������� ������	 ��#����� �����( �� #��� ���
���� � �� �������� �#���� &�������	 �� ���'���� �� ����������� ������ |1〉	 ��$
��� #��� ����� �� ���!�� ���� $ �� ��� �� ������� ����������	 �� � ����� �����	
� �� �������� �#���� ��� ���� ���!�� ������ ���������� #�����# ��#���� �����%
� ����� ��������� #��� )�����*�#��) ����� �� ������� �� ���� ����!� ���������
+���� ������	 ���� #��� �� � ������ ���������	 ��� ������� �����$�� �������$
���	 ���������� ��� ���!�!� ��������� ������������

+���� ������	 ������� ��������� ����� ���� ��#��� ����� ���

|atom〉 = |level1, level2〉 ,-�./0

!�� |level1(2)〉 ���� �#���� |e1...ek〉	 ������'�� �� ����!� ��� ��� 
����� ,k = 1, 20	
� ������ �!� 
��� ����� ��� |ei〉 = |idi, spini〉	 !�� idi $ ������������� ���������	
���'�!� i$ � #� �#����	 spini $ ��#�������� �!� �#���� 1� ��!�������� �#�����$

����� �#���� e1, ..., ek #� #���������� ������ ��������������� � ���'� � ��!�
����������	 ��!�� ��#��� ������!� ��������� ���� �#�������� �������
���

" ����� ����������	 !�� ���������������� ���������� �
��������� ��� ��	 ���
� ��� ������	 ��������� ���������� ������ ��� ������������������ ��� ��� ����$
������	 �� ���'� �� �� ����� ������ � ����!� ������

"������� � ���!�� #�� ��	 ��!�� ���������������� ���������� �������������
+�!�� �
��������� �� ���������� ��������!� ���������	 � ��#���������� ��������$
�� ����
�� �������� ������� +�!�� ������� ��������� ����� ���� ����� ��� ��
��� ,-�./0	 ������ ��������� ������� ���� ����� ��� ���� ���	 ��#�����	 |level1〉
���� �#�����
����� #���� ���� ���� a, b	 !�� a = 0 ����
��� ���������� �� ������
������ ��������� �� �#���� ↑	 � a = 1 $ �!� #����������	 � �����!�
�� � b	 �������
����������� ����
�� ��������� �� �#���� ���� �� ������ �������

2������������ ���������������� ���������� ��������  ���3�� ��
��������$
��� #������ #�� ������������� #��������	 � ������ ��������� ������ #��� ����
����� �������������� �������	 ��� �� ������ �� �#��������� �����#����� 
������ ����� �������	 �� �� �������� ������������ �� ������ � #����� #��$
���������( � #�������� ���
�� ������� #�������� �'�� #�� ��	 #���#���!��'��
����������������� � ����������

2'�� #�� �� ����� #����������� ��������� #������� 4��� � ��� #����� ���$
���� ������� ����������	 �� ����� � ����!� ��
��� ������������������ � �'��
��������� #� ��'����� ����������% )#��������������� #�������� * �#��)	 ��#�$
����� ��� ��������� � ���� �#���������� ������� |Ψ〉E = (〈ψi|j〉)	 !�� |ψi〉 ∈ E , i =
1, 2, ..., N $ ������������ ��������� ��������!� ��������� �� ��������!�	 ������� ��$
�����!�	 ��������� E 	 j ∈ {1, 2, ..., N}	 � �'�� ��������� ����!� ������� ������
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 �
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�� � �� �!������ ����
� ��� 
�"��� �����  ����� 
�#	
�����#
 ��$���� �� ���%&�#  ������ �  ���#���&�# ��
� "��	���� �!�	��� '()*+�
(),+-� . �
� � ���
��
�"��� 
	�� �� "��� �"� � ��
�#�  ��$���� � �	��� ���

���# �� 
��!��
  ���"������  ���
�� �	 �
	���
� �  ��
��� ����
 !�
� �	��
�  ��!"������ � � �	��	# �"	������ ��#	����/ ������  
	����  ��$�	�� �
���	�� � �#� ��	�
���� 
����� � 01 ����� 2�!����
�% 
	��#  ��$��� ��"��
�
��������
� �	�	
���	
� ��������� �	� �	�������� 
� �
� �� ���%&�� ��"���
���������  	��
� � �	��	# �
���
�� ��	�
���� �
��� '(34+- � ���$� $��� �����
#����� �	!�
	%&�� �"� ��# �
��� �	 ��"%������ ����# �&�
�� � ��
����
��	 ��  �������	 �  ���$� ��

5	 ��
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���� 
����� �	 "����� �������	
�����  ��$��� ���
�� ���%&�� ��	���"	������� � �	���� 
��!��
  ���"������ ����	"���	 ��"��
!��
���#  ��
�	�
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���������	���
�%�

6� �
�  ��
�������� � �	��&���� 7 �������� ��
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������
������� � �	��% "����#  ��$����  �
��� �
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��
��� 6� �
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#��� 
�"��� �� 	"��!�	������� ����	"���	� �	� �
� ��"	�
� �"� ����"���# �	�	�
��	�
���� ������ '��� �	 ������ ()4+- ����������� 
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�� ����� �� ����	
��� �	��������

������ 	
��	�
���� ���������� ��������� ��� ���������������� �������

�� ���������� ��������	� � ��� �� � �������	��� ��	������ ��	����

�����
�� �������� 	�	����� ���� �� �� ����� ��	������� �����! � ��������

��	���� �	� �� ���	
	�
� ����� ������"����� #���� �����
��# ε� ���� ��

�	�� ��	������ �������� �����$� �����
�� 	�����	� ������ ε� ��� 	����$

	� ������ �
��� ��� �	�	������ ����� �������	�� �������"��� �������������

��	�����
��� � ������� � ���������� %�� � � ����� ���
�	� ���
��� 	�$

	����� |Ψ〉 = ∑
j∈J

λj|j〉 	 ���
������ λj� ���� �� �����	� |J | ���"�	�� J ��	�

&�	�����'������ � �������� � ����� ��������� �	�� � � &������� �����	� ��$

	����� �� �����"���� (������ #����� �����
��# $ �	� &����������� )����

��� � ������� ��	�����
 � �����"���� |Ψ〉 ���"�� ���	
	����� ��&))�'����

λj� ���� �� |λj| ≤ |J |−1/2�

*�� ��� ��������
 ��	��
 ���	�
�'�� ������� � ��������� �� �����$

������ �� ������� ��		����� �����"��	� � �� �� #���� �����
��# ����

)�����	��� 	��	�� + ������� � ��	������ �� n ��	�'� ��� ������ |J | = exp(n)�
����	���� �	�	������ ���� ������	�� 	�������� 	 �	����������� �������� 	�$

	����� |j〉 	� 	������ ����� �����
��� λj� �� �	����� ����� �� ������	��

� 	�
��� �������� � �����	�� ��	������ ������� �	�� |λj|� ��� �� � �������'��

�� ������	� ��� ������� �� 	������������ � ��������
 ����������
�

(���"����� �
�� � ��������
 ��������	���	���
 ���	���� 	��"��� 	�	��

�� ��		�������� ���  �
����
� �����
 ����� ������� � ����������

%��������� 	��"��� 	�	�� ���"�� ���$� ��������	� � � 	�������� ����$

���� ������  �� ε ��"�� 
	������ � �
��� � �	� ���� �����
�� ���"��

�������������� ���	����	� � ��������	�
� �����
� ��������
� � &�	�������$

��� ,�������	�� �������� ����� ���
	��� �������	������ 	��	�� �������� ���$

�����	� $ � ���� ���������� �����
� &���������� 	������ ���� �������� ��

��"��� �������� ���'�� �����
�� ��� �������� 
	������� �
�� ������� ���$

�����	���

*��
� ��������	� �� �� �	� � ����� �� ������� �	���� 	�	����� ��	�����

����� � ����� � ������ ������ ��������� 	
�������'�� ������	� ��
 � ��
$

 � ���� ���������������� �������� ������ ��������� ������ � ������ ����� �

 ����������� ���������� �� 	�	����� �� �������� ���������	� (�������� ���

���� � �����	��� ����	�� ���������� ���������� ����	����	�� ���������$

	��� 	 ������ ������� ���������� ���������� � ������  ����������� *���	�$

-����� 	�� ��� ��� ��������� ���	���	�����. 	�������� �
�� 	�	����� ��
�

���� ������ ��������� ����� � ��������	� ����� �� ����	�������� /�� ��$

��� ���	�� �������� 	������� � 	�	����� �����	� ����	���� 0�� &��� �	�	���$

��� �������� �����	 � ��� � ����� ����	� �� ��		�������� ���
 	�	��
�

1��������� ����� � ��	��� �������� ����� 	���� �	� ����	� ���������$

���� � ������� � ���� � � ��
 ��
 �����	� 
������� ��������� ��������� 2

	��"��� 	�	���� &� � ��� �� ��"� $ �� �	� ���� ���������� ����	� � ��$

���� � )���
���
�	� 
	����� 	�����	�� 3��	� ���	�
� #	��������� ��������$

�����	��#� �������� ��
� �� 	)���
�������� 4���� � 5�������� �� ��� ������$

��� ������� � 	�	����� � ������ ����	��� *����� ����� ���� ��� �� ���	�����



��

������� 	 �
����� �	���� ����� ������ ��	������ ������ �	����� ����	���
����� ��������� ��� ��	���	 � ����	��	����� ��� ��	����� �� �	������� �	�
�
�����	�
���� ������� � ������ ��������� ����� �� �	���� !�� ���� �����	���	
�  ��" ��	������ �
���� �	����# ��� � �� ���
���$ ��%	�� 	� ����	�	%��
������ � � ����
 ������%��	� 	������ ��������� 	%���	$� � ��� ��%��������
������%��	� �������		 �
����$ �	���� � ��	�
��$ �
� � ��������&�

'� ���%����� ���������� ������ ��	������ �� ������ �����(	 � �����
�	&� 	 ��� )� �����	& � )�� 	��
&���* +����	��$ )����	���� ����� �� 	%�
���	� ������ ,����� %��	�	� �	%�� ���	���������� ���� ������
�� ��
	���$
��	��� -�
	 �� 	%���	� ����$ )
�������$ ����	�� %��	�	� �������	� �
���
�$�$ .�	����. � �	���� ����� )�� 	%���	 �����	� %� ����	 �����������$
,��� 
	����	 	 � ���
�	� ����������� ����	��	����� ���
	% � ���  � �
���
���� )
�������� ����	��� � ��
�� ������� �������$ �	���� ����	�� ��� ���
�	%�� 	 ����� ���	���������� ���� ����
���� ��
�� � ���
��� ,������� �
��$ �	����$� ��	����($ � �$���	 ����	%� ��  �	$����� '� �����	�� �
	
������	%	������ )����	���� ���
� �������� ��� ,���� ����( ������� %���
� ��	���

�� ��
��� ��	����� ��� �
���� �	���� ��	����&��� ����	�	��	���	� ���
��� ��� ��� ����� �(�� ��� ��
� 
� /'0� ����  �	�	�
���$ ����� �����
���
����� ����
�� �������	& �	���� � (����� ��� �
 �	� ����%��� ����	�	%�
�� �
� �
����� �	���� '��� ������� ��� )��� �
����$ �
���	���	$ ����	�	%�
������ 	% ���������� ��	��	�	�
����� �
&��
	%���

1 ����������� ����	���� ��������� ,����
	%� %�
���� 	������� �����
��������� � �
&��
	%�� %��
&��&(	$�� � ��%�����		 �����$ ����		 ���
	� ���
��	 �������  ����������� .�������	�. ������	��� ����($�� � � )��� � �� ����
�	�����  �����	�� �
 ��(�� ,����
���� �������
�	� )��
&�		 ����������
�������	� �� ����	�� 2����
��� ����� ��������	�� �����$ ��
�$ ����		 ���
�
	� �� � 
&��� ����
���� �������		 �������� ����
�� & ��� & � ��
 &
����	& ���
	� �� � ������� �������		� 	%���� ���
�	$ � )�� ���� ������� '�
���� ,����
��� ��%����	 ����	�	%�� �	��� � ��� ��
%����� ��� ��� %���
�� ����� �����	 �
� � ,����
	%� �����������$ ���		 	 � ��
 ��� � ��
������ �� ��������$ ���		 ������� ������� � ����	�	��	����� ��	���	&
�
������

3�
�%� � ��� �
	 ����	�	%� � �� ���
������ � ��������$ �	���	��$� �����

���$ ���	
����	���� H� �� ��%�
	� ���
	� � �����$ ��%	���$ ���������
����
����� �������	� |Ψ(0)〉 �� ��	������ ������ � ��
� ����		� /
� �������
������ ������ ��%���	� �� ����% � ����� ���
	� �� � ���
��	���� ��%�	�		 ���
������ �������	� |Ψ(t)〉� ��	�� ��
�� )�� ���� ����� ��
� �������� ��������� �
&(	� ����� �� �������	� |j〉 � �������	& |i〉 ��
� �� �������	���
��� �
	�	�
|Re(Uij)|+|Im(Uij)|� �� Uij = 〈i|Ut|j〉 � ����	���$ )
��� ������ |j〉 → |i〉 %� ����
t� Ut = exp(− iHt

�
)� +��� �� 	���
�% � ��� & ���������� & ���� ����
�����

�	�
� ��� ��� ���	����� �������� � � �����������	� � 	���� � ���
	� ���	�
��� ����
�	 ����� �����	� � ������� �
	 �� ���
	� �� ��	������� -�
	
�
	�	�� ��� 
� ���
	� �� |λj| ����
���� ��� �
������� ��%	���� �������	$ �

���������	
��� �		������� ����� �������� ���� � ����� ����



��� ����� �� ����	
��� �	��������

����� |j〉� 	 	
������ ���� �	����� �������� ���	���	� � �	� �������� ����	�
���	�� � �	�
 ����������
� �� �����
��������
 �� ���	� � �	� ���� �
����� ���!�� ���� �	����� ��������� ������� ����� ��������! � ������� �	� ���
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������ ������������
����������� �� �� ��!�������� ��������
��� ��� � �������� ��	���	�� � �� ������%
��
�� � ��������� ����� �
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	� |Ψ〉 = 1√
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|00〉 + 1√
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√
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���������� �����
��;
��� � −1 % � ����
�������
&�����
������ ������������ �!� ������
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�� ������ ����� ��!�� ��� /�
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E = Xa+Xb+ Y a− Y b, &2��+
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M(ξ) ≤ 1/2, %&��'
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) ��	��� 	�������� M(ξ) �
� ��	�����# ��� ���
 �����# � 	���*� �����
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� 〈A〉Ψ = tr(ρΨA) �	����
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��� M(ξ) = 1
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Ω = {ω1, ω2, . . . , ωk},
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� �� �����
����� �#�� +��	���������

/ �
� ������� 6���� ;��	���� �� ������� 	��������; � ��	����������� �����
����� ��#����� �� � �� �����# �� ���� ���������� ����������� ���� 	��
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-� �
�����	� S 	��� ����
�����	 Ω 
��� ���������� ��� 
���	����� 	��� ��

���� � ��
���� 	��� P : S −→ [0, 1]� ���	���	�� ���� �������� 	��� �
����.
P (A ∪ B) = P (A) + P (B) �� 
�������������� A,B ∈ S� P (∅) = 0� P (Ω) = 1!
#��������� P ���
� ������. P (A) ���� ����
�� �� ����
� ����� 	��� +����
��	 A

� k! /�� �
�*�� 
���	��� ������
�� ��������
��� 	��� �
����!

0����
� 	�����
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���	���� ��&� ��
��� 	���

ξ : Ω −→ R.

1� ����� 	����� �� �������������� �����
�� �����
� 	�����
� ξ �� ���
�
����
� ������� M(ξ) =

∑
x∈R

xP ({ω ∈ Ω | ξ(ω) = x})!
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����� ��� ������	��� ����� �������
��	� +����
���
�� ������	 Ω� ��� 	�� 	�����
�
X, Y, a, b  	� ��� �����
��� 	�����
��� 
�� +��� �������
��	��� �� ���� ��
��
�� �� �� +����
���
�� ������	. X(ω), Y (ω), a(ω), b(ω)!

5����� �� ����
� �������������	��� ����	� +��������
�� 
�  ���� ������
	��� �
����! 6 
�� ���� �������� ������� ! '���� � (�&� 
���	����� ���* �� ����
*� � ��	��$�

� �����
�� �&����� 	�&����� ����� ��������&� ��
� ����� 
��
��������� �� �������� � 
�*� �	�� 	�����
����� ����� �� ����� ��*� �����
������������ ����������� ����	$� 	 
�*� ����
 7��
����
� ��������� �������

� ���� �� ���� ������
� ����� 
�� |ε1〉 �� &����� ��&��	�

�� 	������	 ���������

�&�������� � −1 � ���� |ε2〉� � 	�&�� �� +��� ������
���	 �������	� ��� ����� 
�� ���&�

���� ���������8! /�� ��
������ ��� 	�&�� ����
����� ��������� '����
	����� 	 
������� �&3��� ω1� � 	�&�� ����
����� ��������� (�&� 	����� 	 �&3�
��� ω2� ��� ��� +����
���
� �����
� ����� ��
�*� +��������
�� ω ∈ Ω �����



��� ����� �� ����	
��� �	��������

��� (ω1, ω2)� �	
� � ���� �	�� ������
�� 	������ ���������� � ���������
����� ���
������� � �
�	�� �� 	������ ��� !��� � ω1� � �
 ����� ���
��
������ � "�� � � ω2� #���� ���$�� �� �
%�� �����
%���� �� Ω = Ω1 × Ω2�
��� ��%�	��� Ω1 � Ω2 	����	���&� ������ �
�	� � "�� 	����	������ #���
�����
%���� ����%��� ��� ��$������& 	���� �
� � ��� ���	����� '�	���
�������� (�	��	���� 	���� �
� $����
 �� ���	�� �� �� ����� 	��%���
�
�	�� ���������	�� �����
 
 �� � ���� "��� ) ���
���� '�	���������� ��
��	 	 ������*��+ ������	 �� 
&����� � '
�������+� �	�� �$ ����� 	����+�
����� 	 ���� $���� $����� 	��	
�� � $��� ���� ��$���	����� ,���������
���� �	������ ���� �$ ��$��� �
�	��+ �	����	�� ��	����	���-� .��
��� �
� ���	����� '�	���������  �
 ��	 ��������� �����
%������ �	
�
�� $�������	 ����+�

#����� ��		������ �� �	�� 	
���+��� ��
����� X, Y, a, b� /	�
��� ω1 ���
�������	�� �����
 �� ������*�& �������� �
�	�� �$����� ����$ ΩX

1 ����
����%�	�� Ω1� ���� 	����	����� ������*�� �������� X� � ���
���� ��
$����� ����%�	���� 	����	���&!�� Y, a, b� /�� '�� Ω1 ����� 	���+ ������	��
��&!��	 ����%�	�� ΩX

1 � ΩY
1 � � Ω2 � 	���+ ���%� �� ����	���&!��	 Ωa

2 � Ωb
2�

0� �
%�� ���� ��� �� ��$�
���� ������������ �
�	� �	�� 	
���+�� ��
����
�� ξ1(ω1, ω2)� � ��$�
���� ������������ "�� �	�� 	
���+�� ��
����� ξ2(ω1, ω2)�
��� �� �!�+ ��$�
���� �	�� ������� ���$������� ξ = (ξ1, ξ2)� ������ X �	��
���������� ����*�� ξ(ω1, ω2) �� �
�	�� ω1 ∈ ΩX

1 � Y �	�� ���������� ����*��
ξ(ω1, ω2) �� �
�	�� ω1 ∈ ΩY

1 � a �	�� ���������� ����*�� ξ �� �
�	�� ω2 ∈ Ωa
2� � b

� �� �
�	�� ω2 ∈ Ωb
2� 1
 ��� ���� 	��
��� ��
����� X, Y, a, b �����
����� ��

�	�� ��%�	��� '
���������� �	��� Ω� �� ��
��� �� ��
�� � ��� �
�	� �� ���
�� �� �����
��� ����  ���

(�����
�� 	
���+��& ��
����� ξ ���2

ξ(ω1, ω2) =

{
ξ1(ω1, ω2)ξ2(ω1, ω2), �	
� ω1 /∈ ΩY

1 �
� ω2 /∈ Ωb
2,

−ξ1(ω1, ω2)ξ2(ω1, ω2), �	
� ω1 ∈ ΩY
1 � ω2 ∈ Ωb

2.

#��� �� �����2 ξ = Xa+Xb+ Y a− Y b�

/	������ �� ���%������ � ����������� �����
���&� ������ ��	���� ����
��
���� ��� ��	��� 3 ��	 �
����	 

M(ξ) = 1
k

∑
ω1,ω2

X(ω1, ω2)a(ω1, ω2) +X(ω1, ω2)b(ω1, ω2)

+Y (ω1, ω2)a(ω1, ω2)− Y (ω1, ω2)b(ω1, ω2).

(������� �� �� ��� '�� �
�$���	 ���� �� ����� ��$���&� ���
�$���
4� $������� �� �� ����� ���� ��������� �
�$����	 ����������� ��

���	��� ���� ωj ���� �� 
&��� �� ������*�� ����� 	����	������ ���
����
'�	���������� � ������������& ����� / ���� '� �%� 	����
������
��� 	���� �
� ��� ����� �$ ������ ����� �������� ���
��	��� 5������
� �������	 � �� 	 ������ ����%����� �
 ���%����� ���$�%� �	������
���� ��� '� ��
 ���� ����
�� 	 ��	
��� ��� ���$���
�	��� �������	��� "�

�
,6�7-� � 	�
� ��
��� ��������� � 	
���+��� ��
����� 1�+	�����
��� �	�
���
��$�
���� �$������ ��� �$ ���	����� $���	�� � '
���������� �	��� �
 



���� �����	�	
 ����	�
�����
 ���

��� �����	 
� ����� ��� �� �
���� ��������� ����� �������� ������ �������
���� E = Xa+X ′b+Y a′−Y ′b′	 � � ��� �� ��� ���� �� ��������� !� �"��"� ��#��

�������$	 �� ���� ��%� ������� ����������� ��� �� �������
�

&���"� ���������
	  ��	 ��
�
� � �������� �� ��� ����!
�	 � ��� �
����
�� �#� � ��" ��!����
�� �"�������� '���"� ������	 �"������� �!�� ���	  ��
��!����� �!
������ (��� ��"�" �� !������ �� �������)�� ����"���� *��� � ���
������� +� ������
 ,�!� ��"�$ �
�� �"������� ����� -��
���� �"�������
�!�� ���	  �� X � Y !������ ���"� �� ω1	 � a � b � ���"� �� ω2� .���� 
� �
���

�������� � ���������
 �� 
���
��� ��"��� �������� ��� �� ��
�$ ��/"	  ��
� ��� ��"�!�������� ����������� *��� ( �
����	 
� ����������
 ��� �����
��
���%�$ ��

� � ������ �� 0 ����

X(ω1)a(ω
′
2) +X(ω1)b(ω2) + Y (ω′

1)a(ω
′
2)− Y (ω′

1)b(ω2),

������#�� �! ��������  ����	 ��"  �� ������ "����$ ������ 
���� ����� �������
X � Y !� �"��"�	 � ��" �� "�" � ��%� ��"�!���	  �� 1�� ������ �� �����%��� 2�
3��"��"� � ������ !���$�������� 0 ��!� ��� ω	 
� ��� ��
	  �� 
���
��� ��"��
�������� ξ �� ����������� 1/2� .� ���� �"������� ����� " ��������/ �����������
*��� .�"�
 ����!�
	 
� ���%� " ������	  �� �! 1"�����
���� �� ����"��������/
��,������ ����"��� ���"������� "�������$ 
�����"��

.����� ����
����
 ���"������� ���������� &�� �!�� ���	  �� �� �$��� ���
� ���	 ������#���� " *���	 !������ �� ���"� �� ��� "�
������� 1�
���������
������	 �� � �� "�
�������	 ���������#�$ (���	 � ��������	 �� ���� ��� ������
X, Y, a, b !������ "�" �� ω1	 ��" � �� ω2�

'�" 1�� 
���� ���� ����!�����4 .��"� ��"� ���� ��"�����$ ��5�"� ω̃	 "�����$
����%������� �� (��� " *��� � �������	 �������� ��,��
�)�/ � �����$ ����
���"� 1�
��������� ������ �����������/#��� 1"�����
����� 6�� 1��� ��5�"� ω̃
��� ������� ������ ���/ �������!
�	 � �� 
���� ������������� ������� �����	
�� 
� 
���
 ������� ������ ���� �� ���
��� �����"���� ��,����� ���� ��"�
 �
���
�� ����"��������� �������� "������ �! ,������ (���$ � *���
� 3���� Δt
� ������������ ��������������� 
�
���� �����"���� ��,����� ���� ��"�
	 � "��
����$ 
� ����������
	  �� ��� ��,�����	 ���
� �����"���� "������ ���� ���
1���� �����!���	 �� ����/� ��"�"�$ ��� �� ��� ���� ��������"� � �����
 1"��
����
����� 7�� �� ��"��� �������� ���� ���������������� �������� ������%����
��������������� 81����������
�8� .����� 
� ���������
	  ��  ��� (���	 *���	
� ���� ��"� ��,����� �� �� ��������!�������	 � �����
 ��� ��� δt	 �����/ ��!�
����� 
�
���� ������������ ����"���� � 
�
���� ������ ��� �������� ��� ���� ���
���� 
���� X � Y � 
���� a � b�� .����	 ��� 
���������$ ��5�"� ω̃	 ��������#�$
��,��
�)�/ � �����$ ������"� 1�
��������� ������	 ��� ������� �������!
�	
�� ����� ���������� �����������

Δt+ δt ≥ d/c, �����

��� d ���� ���������� 
���� (���$ �� *���
	 � ���� ��"�
 ��,������	 c �"������
������

9"�����
���� ������������/�	  �� 1�� ����������� ����%����� �� ��,������	
����"�����
�� �� ����������� � ���"��"� ��� "��
�����	  �� �
��� �����%����



��� ����� �� ����	
��� �	��������

�����	
������
 ��
������ ��� ��������� �
����� �
������
���� �����
��
 �����
������� � ��	� ��� ω̃ �
 	� 
� !�� ������	 "���	
���	 �� ������ �# ��������� $�

�� ω̃ �
"���
����
��� "
�
����� �����	�%�& �! ���
���%�� �
�
������ �� '����
� (�!� ��� ���!����� )��� *��
�� "������ ��#���� +��������� �
���������&+,
�� �
"���
����
��� ���
��
� �# ������������ ���������� ���	���#	�� �� � �
�-
�����
������� �
��
� �
�!.���	�	 ��� ��# "
�
.�� �� �#��. ��"
����
����. ��	��
� "���-��������� �
����� � ������� ��������
 ��.��� ω ��� �� �!�
��� �
�����
�	���� � �
 ��� �� ��� ���	����� %
�� - 	��
	����
���� ���������������� �

/�������� �
���� "������& �������
��� � "���%�"�	 �
������#	�� �������� ��-
����	� ������� �����	�%�� �
 	� 
� "
�
	
0���� �� �������&� "�
���.���0
�
������� ��
��� 1��	���� *�� ���� �
��� � ��	� ��� ���������� �#	
�
��� '����
����� �
 #������ �� ����� �#	
��
� �� (�! ���� ��!�� ��� �
�� $� 
�� � "�	�0&
#�"�������� ���������� ��������� �
��#	� �� "
�
����� �����	�%�&� �
�
����-
�����& ���������	� *��"
��	
��� ���� ������ 2� 	� ����� ��� ��������� ���
*�� �������
��
 �
 ���"��������
��� �� �����	�%�& �! *�
	
������. ��.���. �
�����
���. *��"
��	
���. � �#	
�
��� ��������. ���������� ����� ��� ��!����
��
����3

4# *���� 	� �� ��
��� ����� ���� ������ 4	

��� ���
�� ���� ��	����������-
��� ����
	�� �#��	��
�����
 � ������� � �"�
�
��
� �
������� )�� �#��	��
�����

� �������� �����
�����
� �#��	��
�����& "��#����
�� � ��	"&�
��	� 5��#���-
�
�� �� 
�� *��"
��	
������� �"�
�
��
� ������� �"��� 
��
 �
�
�������� "���

�
�� ��	������������� ����
	�� ��!���&0�� � *�
	
������	� ��.���	�� ����
� �
-
#����� *��"
��	
���� 5�� *��	 ��
	�� "�����
���
 ��	������������� ����
	�� ��
�����������
 #������. ��#�����	� "��#����
��	� �������� �
 ����
��� �
����	
��#��
���	 ��
	
�
	�

6� ��"��#�
	 #�
� "�����		������& �
�	�������&� � ������� ��	����������-
��� ����
	� �#����
� �"���
 �"�
�
�
���& �
0� ������� ��� �� �.���� � "���-
��������� ���	���#	� � "���	� �
 ��� �� ��#���� ������. ���. ����%��%���
2
��������� *�
	
������. ��.���� ω ������� � "��#� ����� ��� *�� ��.��� 	����
�!�
��� �
����� �	��� �	
��� ��� ��� ��. ����
	 � "��%
����� #��������&0�.
!����
 "����������
���
 �!������ ��� "�����.  
 ����
	� ��"��	
�� ��� ������

������
����� ���	� ��� �� 
 	��
���� �
��������� ��	� "� �
!
 �
 ����
� !��-
��� ����7 ��� "������
��� � ���������� �����	 *��"
��	
��
� �"������	 ��	�� �
*��
�� �� �

 ��� "�����. ����
	 �� 
 	
��
 �
�����������. "�"������

8����� ��������
 ������
�����
 "�#����
� ��#����� ������
���
 "��������
�����	�%������� �!	
��� ���� �# ������. 	� ����	����	 �� 
�

�� �������	 
����������	� ��� ������� �������� �� ��������� ������ � ��������������
������������ �������� ���������� ������� �� ������ ��������� ��������� !�"����� ����
�	 ��	�#������

�$�!���������� � ��!��%���� ��%���� !����� �� ��������� ������������� ��#��� ��������
� ������� �! &'()�
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 ����	�����
 ���

��� �����	��
 ����	�����


�����	��
 ����	�����
 � ���������� �� �����	
��� ���������	�	 �����	�	�	
�	��	
��
� ����� �� ��	� ������	 ��������
 �	���	 �����������
 ���	�����
�
��	� �	�	�	�  !� 	" ���	��� � �� 	�� #$�%� &"��� " '���! � (	 	� ���� �&) �
��
��* " ��+�	�	 �" ��� ����� ��� ��� �" ��	� ��,	����
 � �	��	
��� |EPR〉 =
1√
2
(|0A0B〉 + |1A1B〉)� ' ��� " '���! ���� �		��������!- �" ��� ��,	�
��-�
 �

���������	� �� 	 	�� �	��	
��� |ψC〉 = λ|0C〉 + μ|1C〉� � '���� ,	��� ������� ��	
���������	� �	��	
��� |ψC〉 (	 "�

.���  ! " '���!  !�	 	���� ��	�	 	 ����	� �	��	
��
 |ψC〉� �����	- �	 ���!
 ! ��  !�	* 	�� �	���  ! 	�"�������� �����	�"/ �	�	�����/� �	�	�
 ��	�	����
����!� ��������
� � "����� λ � μ � �!�	�	- �	��	���/� 0	 ��� ���	 � �	�� ��	
�	��	
��� |ψC〉 � "�������	� � �	�	�����
 �� �	,	����

1	� ��	 ������ '����� 2������ 	�� ������"�� 	����	� CNOT |C,A〉� ��� ��	
"����
/��- �" �� � � ���������!� �	��	
����� � "����
��!- � �� 	�	����� �&)
� ��
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 ���"����� ��������
 (	 "� ��	� ���"����� � ���  ���* ��	
	�"���	�� � �" ��� A � � �" ��� C� ��	- ��	������� (	 " �	����	��	� ��	 !
�	�����	���� �� ��	�� �" ��� B �	��	
��� |ψC〉� �	�	�	�  !�	 "����	+��	 '���	- �
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1!�5�� 	����	�������	 �����	�!� �	��	
��
 ���, �" ��	�* A, B � C� 	�"�
��/����
 � ,	�� 	�����	- �	���"�!�

1√
2
(|0A0B〉+ |1A1B〉)(|λ|0C〉+ μ|1C〉) =

1√
2
(λ|000〉+ λ|110〉+ μ|001〉+ μ|111〉) →CNOT

1√
2
(λ|000〉+ λ|110〉+ μ|101〉+ μ|011〉) →HC

1
2
(λ|00〉(|0〉+ |1〉) + λ(|11〉(|0〉+ |1〉)

+μ|10〉(|0〉 − |1〉) + μ|01〉(|0〉 − |1〉)) =
1
2
(λ|000〉+ λ|001〉+ λ|110〉+ λ|111〉+

μ|100〉 − μ|101〉+ μ|010〉 − μ|011〉).
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��� �� ��	�� �" ��� 6�	������
��	 ���	��	
�����	;9�

4���� ��
 �	�	� ��	 ! (	 ��	� �	�����	���� ���������	� �	��	
���� 	�	 �	�+�	
������� ������"�� " '���!�

0��	��	+�	��� 	��	�������	�	 	
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��
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����  ! ���

U |ψ〉|0〉 = |ψ〉|ψ〉. 67�<9
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���������� #��������� #��"%���� ' ���(�)* � ������������* ������� � ��('
��% ���" � �� ����%� ������$���)� ����� #������)� �)$������* ������� 
#������)� �����!���� ������) +,-./0 ��� ������) ������������ 1������
+,2�/�0 �����!����� #������)� ������ �(�� ��#�%$��"�� �� � ��#������ �)$��'
����* � �1)$�� �)��� � � �����"������� �����"�)� 3������� #�������* ������)
��� ����$���� &����"���� �)���)4� � #�$����� ����$������ �����"�����

5���" ) �������������� #�# ����4���� ����������� 6���� �(�� ���$"
���)���" 3&&�#�������" ��#����)� ������������)� �)$������*� ����� #���'
�)* ) ������� +�� ,2�/0 ��#��������� �������� � ������� ��4" ���%���������"
����(����" ���#��$��#��� �����"������� ��������"���� ���*���� #�������* ����'
#��"�����7 # ��� (� 3&&�#� �� 3���� �����"������� �� ���4#� ����#� 8���#�
����)* ����� �1������ ���(���"% � 1������$��#� �������� ����� ���(�)� �'
��#�� � ����*��* �����������* �����$��* ����#���) � ����� �� ������� � �� 
$�� ����# ���"��*4�� �����(���* #�������* ����#��"����� �(�� 1)�" ���������'
�)�

����� �����	�
����� �
�������

9) ��#�(� #�# 3�� ���" �(�� 1)�" ���������� � �����"������� ����4����
����������� 6����� �������� ����" ������������)� �)$������* � ����������'
�� ���������� ��� ��� �)$�������"�)� �����*���� ����������%��� �� �������"'
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��� ��	
���	� ���� � ��������� ������������ ����	������ ��	�	���� ���	�����
������	 �	������ �	 ���� 	� ���! "������# �������� ���	� �
�� 	� ����������
��$ ����	���� � 
��������	 � ��	
���	�� �� ��	��$	��� ���	����������	� �	 �	���	
� ���� �	����	�������	%	 ��������� ����& 
��	��� �����������$ ����	����� �	�	�
��� �	�����	 �&�� 	�������'� ���% � ���%	 � ��� �	��&��	 �� ������� (!�! ) ��� ��
��� �	�	���  � ��&���� � ���	��&	����� &��������$ �	��	#��� �	�	�	� � ��������
��� ���� ���������� �������� ��&������� ���������#� ����	�$	�#*�� ��&������ �����
������	%	 ���������# ��� ���	 � 1.138 ��&! +�	 � &����� �����&� ���$ ��������$

��	���� �	��	#*�$ �& 	�������$ &������� 	��*�����#� 	%	 �� ���$ �����������$
����	�����$!

,���������� ��	
���	� �	������ ��%��� � ��� ����������� ��	
���	�� �
��-��� �& �	�	��$ 	������� &� �		��������'*�' �	������ � ���� ����� �! .��
��� ��� ��� ��/��� &����� �����&� �� 	��	� �	������ � ���	�	�	%	 �	�� ��� A�
� �'*�%	 	�	��' ������	���� �� 	��	��� ���	 � &����� �����&� ���%	%	 �	�� ���
B� �	�	��� �	����#�� ���� ��	�	�	�� ���������
������ �����' ������	���� �-�
�� ���%	� �	������ �! ��� �	������ �		��������'*�� ��%��� �� 	�� �	������ ��
� ������'�����# �� ���%�� &�����#� ���-� � �� �����& ���%	� ���� �	�� ��	� A′ �
B′!

0�	 ������	�� ��� ���� ������������ ��	
���	�� ����� �� �	������ ���%���
���% ���%� ���	����������	1 2���� � ��� ���� m �	������ � ��-��# �& �	�	��$
������#���# ��	� �	�������� ��	
���	�	 ! 3�# �	������	� ������
�� ��%���	�
 �-�� ��� � �	& 	-�� � ���� � �$ �	�#��� m2�  � �	�-�� ���� �� &�%��&���
��� 4�	� ���	�	�! ,���������� ��	
���	� ����-��� ��� �� -���� ��� # cD ��#
��-�	� ����� %�� D � �����	#���  �-�� ����������� � ��	
���	�� �� c � ��	�	���
������ ���-�� �� ������'�����# �� �����'*�� &������! 5��� m �	����	��	 ���
���	 � �������$ ��	������ �$ 4�	 ����	 	���� �����	�� ����# �$� � �����������
	��	�����# �� ������
�� ��%���	� ����& ��� ������� �� � �������	� &����-��
���������#� ��	 ������	 �� ��' �$� � �����%	��	�!

6�� ���� 	���&	 � ���$	�� � ��	�$	�� 	��� 	��	��	�	���%	 ���������#� �	�
%�� ��� �	������ ��%���� ����������� ��	
���	�� �� ������	� �� 	-���# 	��
����� 	� ��$! "������# ���	� �
�# -� �	������� �� ��� �� ���	����������	� �
����& 
��	��� �	�������	�� ��� � ����	��	 ���	 ���! +�� �	� � 	%����&�
�� 	��
���	��� ���	� �
��  	-�� ���� 4��������� � -���$ 	�%���& �$� ��� ��� � ��$

���������# ������# ����� �� �%��'*�# �	�� ���� �	�-�� ���� ��	�	��� 	� ���
����	� ���	�� �	 ���������'  ����	��& 	 !

����� �����	�
� ��	�	��
� �����


) ���� ������� 	� �����
�� ���	��&	����� ��� ���	�	�	� &��������$ �	��	�
#��� �	�	�	�� ���� ���� �*����	 �	 ��������' � ����	 ����������� ���! 3�# �	�
%	� ��	�� ��	�� 	������	���� 4�	�  � ���� 	��� �����'*�' ����������' &�����!
2����	�	-� � ��	 ��������# �����&��	���� ��� �	�� �����  	������� $� ������#
��������� �	�	��$ � ��� ��� C1 = (c11, c

1
2, ..., c

1
M), C2 = (c21, c

2
2, ..., c

2
M)� ��� ��	 	��

�	��	#� �&  	�	��	�	� ���$ ���	�7 a � b7 cji ∈ {a, b} � ! �����	� (!8�!
9������	 ���	� �&�� �	� ��	��� ���$ �	�� ��	� ��	���#���# ���	-���� %	�
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������� �� dx� ��� ��������	� �	��	��� ����  ���!����� ��!� ����������� �� ��%
��� �	 ����� /� � ���� ������� ����	 � ���  ���!��� ������ ��(� ��� �
	�	
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�	
���� ������������ ��� �� ���� � �� ����� 
��� ���	���)��  ���!�����
�����������	��� ������	 ���	���� 1( 
�������� �������	��� ���	��	�� ��� 	��� �
����� 
��	 ���	���)��  ���!����� ��� !��� ������� � ��� �������� ��� ���	���%
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���	 ����	(��
�����	�������� ���� �!��(� � �	��	��	 c1jc

2
js

1
js

2
j � �	 
���	��	 �� ��	�� ��������

����� � s1,2j ∈ {+,−}�
1( ��"�� 
����� #� � ������� +�*$ ��	�	�� ��� ���	��� �����	�����	� 
��� 

�����	����  ���!����� ���� aa++(−−), ab++(−−), bb++(−−), ba+−(−+)� ����
��� 
��� ����� ���� aa+−(−+), ab+−(−+), bb+−(−+), ab++(−−) ���	��� �	 ����
3� 	�� �	��  	������	 
��		��	  ���!����� ��
� a � b� 
��� ab � ba ���	�������

� ��(�� � 
�� ��������� ������� 4�� ���  	���� ������� ��� ���  	���� �
�	���	����	 5	���� ��� � ��� �� 
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��� �� ������ ������� ������� ���  ��!�� ��������� ��
�� ��"���� � ���� �����
��������� ����� �� �������� ��� ������� � ����� "�� �� ������	 ��������
����������� �������# ��� ���� ��	���$�# �� ����� ��!�� ������

%���
��� ��� �����������  ��������� ��������� ��������� ��������������
������� �� ���"���� ���������� ������	�������

&���� �� ����������� �����"����	 '���������	( ��� ���� ���� �� �����)
���� ������ *+, � ���� -+. ��������� |Ψ〉 = 1√

2
(|00〉 + |11〉)� � ����"����� "���

�����"����	 ���� �������#$�	 ��� ����� ���������� /��  � ���������  ��
�����"������ � � ����"����	 �� �������$��� ��������� �� ����  � �����������
0��

E(a1b2 + b1b2 + a1a2 − b1a2) ≤ 2. '1�2(

%����� ����#$�� ����!����� 3�
��� ������ � ����"��� ��"�� � ���� '�����
�������( � �� �� 0���� a �� b � ����"��� ��� ���� ���� ��������������� � ��)
��"��� ���� ������������� ���������# ������ 4���� ���� ���� ��� �� ���������
5������� ������������� ���� ���� � � ��	 ��"��	 � ���� ��������� ��� �� � �
� ��
���� ������� �� ����� ��)�����	�  ���� a �� b� � ��)�����	� ���� ������ +
�� −� 0���� a �� b ������ ��������� ��� ���� ����  �
��!��� � ��"�� � ����
� ������ �������

5� ���#$�� �� ��������	 �����"����� ������ ���������� ��������� ��
���
����� � ������ �������� � ����� ����� �� ���� ���� ������ + �� − � � ��	
��"��	 � ����� *+, �� ����� 4�� ����� ������������� ��� "�� ������� �
������
���	�
����� ������ ��
�� ��"���� � ���� �� ��
�� �������� �������6 �����)
����� � ����� ��������� � � ��	 ��"��	 ������������� � ��� ��� � ������� �����
��� ��
��� /��  � �� �������� �����
�� �� �������� ��
��  ��  � ������
� ���� ��� $� ��������� �� �
�� �����"����	 ��� �������

7� �����"������ ���� ��������� ��
�� �� ���� ������ �� ����� �������)
���� 0��� 7� ��
���� !��� �������� �� ������ ������ �����"����� Cr = +1�
��� ���
���� �����������#$�	 ���� ���� �������"�� '���� ������(� � Cr = −1
� ��������� ��"��� 3�� ���������� ���������#$�� "��� �������"����	 ���
�)
��� �� ���� ���� ����"�� ��������������	 ��������6 NonCr� ��!� ��� ) ������
4�� "��� ������������

7� ����� ���� ���� ���� �� ����� NonCr = 1
2
(1 + Cr)� 8�� ��� ��� ��� �)

����� aa, ab, ba, bb �� � ��	 ��"�� ������� ���#� ���������� ����������� 1/4� ��
�������� ���"���� E(Cr) ������� �����"����� �� �����

E(Cr) =
1

4
(a1b2 + b1b2 + a1a2 − b1a2), '1�9(

���  ���� a �� b � �������� � ����"��� ��"����# ���"���� �����������#$�#
�� ��� ���� ���� ��� �� ������ ±1� ������$�� �� ����� ������� �� ������� ��
����

7� �����"������ ��������� ����� ����������� 0�� �� E(Cr) ���� '1�9(
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������� �	�
� ��		����	� ��
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������ ����������

E(NonCr) ≤ 1

2
(1 +

2

4
) =

3

4
= 0.75.

� �
���� ��������� �	�������� �����
��	� �	���	� ���� 	���� ����� �� ��
����� �������	��� a1 	 b1 ��� �
������� ��
	�	�� ������
����� �� ���
����
��������� !
��������� 	������ �
� a2, b2 � ��� ������ "��#$ �� ���� �
������
	% ����	����� �������	� a(X + Y ) + b(X − Y ) ≤ 2 �
� �	��
 a, b,X, Y = ±1& ��
%���� ��
��� �	��� a1b2 + b1b

′
2 + a′1a2 − b′1a

′
2 ����� 
���� ���	 ���������� "��#$ 

�� ���
�� ������ ���������� ���������

'
� �	�������� �����
��	� ��(	 �
������� ��
	�	�� ������
��� �� ����� 	
�� �� �������� !
��������� 	������ �� �� 	���� ���������� )�

� 	 ��
���
��	�� ��������	 �������* 	���
�%�� ����	
� )�����

+��� �
� ������ 	% ���� �����	 � ��� 	����� ��������� ������ ����
��� ��������� ��	��	����� � �������		 � ���
*������	 ������ �� ����,
�		���� � a 	 b� '
� ������ 	 ����� ���� �����	 !	 ���
*������ ���� 	��*
�	�-

a1 = σx, b1 = σz,
a2 =

1√
2
(σx − σz), b2 =

1√
2
(σx + σz)

"��.$

������������ ����� �� �� �������	���� 	�������� ������ � ����	������ ���,

	%��		 ��	� ���
*�������

/�
��	��� �� 	� ���0��� �����
��� ������
�� ��
����	� ������� �
�
���	� ���� 	 %��� ���	�� �����
��� ��� %�����	� ��������*0�� ���
*�������
1�� ��� ��� ����	���		 	��� �����
���� aa, ab, ba, bb ������������ �� �����
	���
�%���� �����
� "��2$ �
� �������� %�����	� 	������ ��		����	�

1����� 	����- E = E(a1b2+b1b2+a1a2−b1a2) = E(a1b2)+E(b1b2)+E(a1a2)−E(b1a2)�
3���
�%�� ������
��	� ���
*������ "��.$ 	 ��	����� ����	
� ���	�
��	� �����	�
〈A〉ψ = tr(Aρψ) �
� ���� ���
*������ A �%��� 	% "��.$ �� ������ E = 2

√
2 	 �
�

�������� %�����	� �	�
� ����		����	� ��
����	� "��
���$ �� ��
��	� %�����	�

E(NonCr) = 1
2
(1+ 2

√
2

4
) ≈ 0.85� 3�� 	���
�%����	� 456 ��� ������ � �����
��		

������� ��� ��0�������� ��	���( � ������� , ������� ��
�� 1.138 �
� ����
�����
	����	 %����	�

��� �����	
���
 �����
��

'
	�
���� 	���	� !�����	����� �� ��������� �����*	��� ����%�
� ������,
�	���� ������	� �����	���	� �� ��%������� �	
�������� ��������� ������
�����
�* ������ �����
	%�� �������� ���		� 7� ��%������� ��	��� ��	��
�������	������ 	 ���� ����������� �� ��	���	 � ����
	�� � �����	����	�
���
	%�� � �	�� ����	��� ������	������	 ���������� �����	� �������� ���,
������- �����	��� 	 	���
����



��� ����� �� ����	
��� �	��������

����� ����	 
�������� ���� ���������
�� ���

���
���� ���
���
��� 
�
����
�� dx, dt, ���� dE, dp	 ��� ����������	 ��� ��� ������� �� ������������������
����
� � ����
� � �������������
� 
������� ����
��
�� � ��! � "�����
��
���������# $���
���
�� ������� � ��

 ��������%� ��
��& �� ����� ���� ������
��
� ������"��������� ��
������
��! ����� �������� �������� ��������������	

��'�
�� ���&�

�� ������� ���
���� 
 ��������� ����� ����# (�������
��
������������� �"������
�� ��� ����� ������ � ����������� ����������
���
�������	 �����%� �������� ������ � ������ )*+,#

- ���
�%� �������	 �����%� ������
� ��������
��� �������� +. ����	 ��� ���
��
�� ��'� �%�� �����������	 ����� ��� ���%��� �������� �������! �����!
� ����
���/��� 
��'%� ���&�

�� � ����� � ������ "����� �� � ���
������� � �
� '���� ������� 	 ��� ������
� &���! ������� ��������� �����!����	 ���������
�
�� ����������
���� �������� ����������%� ����� 
������
� "���������%�
������
�����# 0 �� 
�������!�
� �
� ��
�������% �� ��
����������! ������
�%� ���&�

����	 ������!/�� ���������������� ���� ��� �
������� �������#

1����� ��������� �����!���� � ��'�� 
������
� � �
��� �����&�����
"��������� ��������	 �� �'����
� � ���� "����������� ��������� � 
��'�
�
�� 
�
�����	 ������ ���������	 �����%� 
���%���� �% ��������
��! ����
��! 
 ����� 
��'%� 
�
���	 � �����%� �������'�� ������%� �����!��� ���
��� �������� ��������� ��
�����������#

2% ���'� � ��'�� 
������ ��������� ��
����� �������	 ��� ��� ���� 
���
��
���� ��� ���������� ������� 
�
�����	 � ����
�����!/�� �������� ��� ���
����%� ����� 
����� �������� ������� ������%� ������	 
������
� ������'�
%� ��� 
��'%� 
�
���# - ���� 
�
����� 
�
�����	 ����������%� 
 ��
������
����
��!	 ����!�
� ������%��	 �	 ��� �������	 ���
����������%��	 � 
���
������� 
��'�
�� ����'���#

0 ������ 
����%	 ����
������� � "����������� ������������	 ��'�/��
� �
��� ��������
��� ������	 � 
������
����� ������
�� ��� ���� 
��'%� 
��

���	 ��� �% ����� ���� 
 ����������� 
��% �������������
��!	 �
������� ���
����� ������
� �������� 34(# 5������ ��'� ������� � �������� "���������	
�� �������� ����� ��������
�	 �
��
���%� ���� ��������� 
��'�
�� � �������
�����������# 6����
�	 ��� ����
������� � ��������
����
��� ����������� ���
������ ����� ������ ��'� ����� ���&�

��	 ��� �%��
���� �� ��������� 7������	
��� 
�/�
��� ��������
��� ������� ���������
� ������� �
%� �������#

6������ ������� 
�
����� ����
����� ����� �������� 
����� ��
��������
�
�� ������!/�� ����"���&�� ��'�� �
������'%�� ������%�� ����������
���	 ��� ������ ������� � ���� 8#1����� )+,# 4��
%� �
����
� ������ ��	
����� ��9��� ������/���
� �� ���� :�
������'%� �����������:; 6� ��������
"����������� �������� ������� 
������	 ��� ���� ��9��� � ���&�� ��������% �
����� ���������
� � 
���� ����� ����� ������� ������ � �
������ ��
���	 ���
�
��!���� ����������#

2% ����'��	 ��� ��'� ����'��� ������ ��������	 �����
�� 
 
����� �����
�!���� ����� ��������% ����� ���������! ���������!	 ��� ��� ��� :
�����:
����� 
������� ����������	 � ����������!/�� ������ 
�
����� �������
� ���

�� 
��'��� ������ � �����'��� ������%�� ������� ���� ����� � 
����� ���
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���� ���	���� �������
 �������
�� �	���  ��	�!
��� 
�����	� "#$�%� ��� �����&
��
'� (������!���	� 	��
�	���� ������ �����	���� ���
)
�
��
��� ��� ���������� ��	���� ���*���� �	��!�
	�� �	 �
	
�������� +���
"#,-%'. 	�� ���	�
	�� 
���	���	�� � �
 �����	���� ��� � ����

/��������� ����
� ���	� �����	��� ) �
��� �����	���� ���
�
��
	�� �����)
������ �����	��� ����
����	�* �����
�	�� ����	����	� ���	���� � 0
��� ��)
���	��� ��
��	���
	 ������

 ����	�
 ������!
��
 �� ���
����
���� ����������
���&�*1

��  ��
�
���� ����
����	� �����
�	�� ����	����	��  ��	���� ��)
����	� 2��
�� �������� ����	�
	� 3���&�
��
 �	� ����
����	�� 	���� ��������
�	����	�� ������ ����!
 ����
���
�	������ ����	 �� ���	���� �����*	
��
����
 ���������� �	����� ��
�
�	����� �
 	�� 4�����	� 2��
�� ��&�� ������)
���	� ��� ����
��� ����!
��� ������ ����
��� �� ����
�����	� � ��� ���	�)
��� ����������5 �	� ��
���� ��&
 ��� ����	��� ����
�� ����! �� ��
�	����������
� ��
��� �������

3
���
� ����
� �
��� �����	��� �
!
	 ��1
�	����
 �
�&�������� ���
�)
	�. ����&���	� ���	���� ����&�
��� �
6
��� �
�
����� ����!� �� ���	���
�����*	
�
 ��� �����!���� !���� ����	�� ��� ��	����� ����
����	� ����	����	�
���	���� ���	���
	 ��
�
������ ����&���� ���!
����

7
�
��
 �
��� ����
6
��� �����	��� ������
	 �������	� ��������� ����
�
 ���������
 ���
����
���� 	
�����  ��	���� ���
�
��� 	���	�*	�� ��� �������
������� 
�	���� � �� �	�� ��	����� ������ �����	 ��� � �
�� 8���
�	����)
���	�8� ������ ����
���� ���
�
��� � ��	�� ������������ "#�$%'� !	� ����	 �	
����	�� ����!
���� ��
��	��
�� � ��	
���  �����	� ��
������ � 9������ 
�)
	��� ���	����� ����� ��� ��� � �
���� �����	���5 ���
�
��
 ���������	 ���� 
	�	 ���
�	� ����� ���	���
	�� ������������ ����
����	� ����	����	� ���	���� Q
���� ���	�� ���	
��� ���� !	� 	� &
 ����
� ����� ��	������� 
��!��� �����)
	��� ���	���
	 ��
�
������ ���!
��� ) �
���� :	� 	���	��� ������	�* �������
	��
� ��
��	��
��
� � �
���
�
�	���	� ��� � ���	��	
 ���	
�� � 
1
�	�� ����&
)
���� ��� ��	���� ���������	 �
���
 ���6��
��
 ����	����	� ���	���� � 	� 
�	� �
����
���
 �	���	� ���	�� ���	
�� "#�;%'�
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�����
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 �����
�	�� ���������� ������
	 ��1
�	
��� ����)
�	�	� �����*	
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 ���
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 �������� ���&�� ���	�� ���	
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��
����!
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���*&

 ����	�
 ��	���� ���	���	� ��
6������ ���	����� 
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 ������!
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)
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������ ��� ������� ���������� �	������
�����
� ������� ��������	 ������	�

��� ��	����
���� �
�� z = a + ib, a, b ∈ R �����	 ���������� {z} = |a| +
|b|� ��
�� |j〉  ����� ��� ���
��� ������� j ∈ {0, 1, ..., N − 1}� !������	 {ψ} =
N−1∑
i=0

{〈i|ψ〉}�

��
�� A  ������� ��������� !������	 |ψj〉 = A|j〉� "�����	 ������ 
�
�����
|Ψ〉 �������
��	 ����
������ ��������� A� �
� ��� �
�� �����#� � ���� ���
���
��	������ |j〉 �
� �
�� {ψj} ���������

$ ����
��� ��	��� ��

	���	 ��	������� ����	����� ��
�%�� ��&�#��
�
� �����%��� V ' H = p2

2m
+ V � (��&�	 	���%� )���� ��	��������� ��������&��

��� ��� 
�*��	 ������ ��������	 ������ ��
�%� � ���
����
���� +���� ��� 
����
��	 
�
�����	 � ����������	 ���
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�
����� |Ψ〉� �
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��� ��	������� ������� 	�,� ���������
�����%�� -����&�� )��� 
������� �� ��
�������
���� ��� �������� ������
���
)���� 	��� �������� �� ��� �
�� ���
��� 
�
����� � 
�� ���������
�
���
����
��� ���

��
�� 
�
�����.�

$�&��	 ���

�	 	������
����� �������
��� 
�
����� ����,�
� 
������ 
� 

������ $�� ��	�� ������ 
�
������ /�

	���	 k ������������� ���	�� � �� 
���
��� ����
�� ����&��,#�� 0����� 
 )������ �������� 	�&�� �
�����	
 �����&�����	 ������	 ���	��� $�����	 ���
� 
�
���#� � �������� ���
|n〉ph|m1,m2, ...,mk〉at� ��� n �
�� 0������ � ����
�� mj ∈ {0, 1〉  
�
����� ���	�
j� �
������  �����&������� ��
�� gj, j = 1, 2, ..., k  
�� ���	����
��� ��� 
	�� 
 ����	� +���� ���	�� 

��	� ���	��  ���� �� �
��� gj/�ω � 1� ���
ω  ��
���� ����
�� ����� ��������
� �������, 1�������� 
 ��	��������	
+��
� 2�		��
� � ����&�� 345'

HRWA
TC = �ω(a+a+

k∑
j=1

σ+
j σj) + a+σ̄ + aσ̄+, σ̄ =

k∑
j=1

gjσj, -6�7.

��� a, a+  
���������� ������� ��������� �����&���  ��&���� 0������ � σj, σ
+
j

 ���	��� ��������� �����
�%  �����&���� ���	� j� 8������ 
�
����� � �� 
��� 

��	� ����� ��� k = 2 ������ �� g1 = g2�  )�� ����� ��� ���� � ���
����
��� 
�
����� |n〉ph(α|10〉at + β|01〉at)� � ������� �� �
��� ���	� 
��������� 
�
�� 
��� β = −α ���	� ����� ���	����
������� 
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�
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�������
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!�#�� ���������� 
�����
� ������� ����

��
�� H ��	������� � ���
����
��� 
�
����� n ������� 9
� ���� �

� 
%����
� 
 �������� � ���������� ������������� ��
�%��� H 	�&�� �����
����	��� ��	������� +��
� 2�		��
� � ����� �� ��� 	��0��%�� ��
��
Sn ������ ����
������� ������� ������� �
��
������	 ������	 ������&��� ��
���������� �� �
�	 ���
����
��� ��������� 
�
����� H� � 	����' �� ���
���

�
������ ����
������� η ∈ Sn ���
����� ����
���
������� � η

∑
j

|j〉 = ∑
j

η|j〉�
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������	
� 	��� GH �������� Sn� ��������� 
� ���� ����������� ���
��� τ �
���
� 	�� [H, τ ] = 0� ����� A ⊆ {0, 1, ..., 2n − 1} � ������������ ���
�� � �������
!
n� ���
���! �
���� � "�� #
��!��� ���#�	�� L(A) ������� ����� � �����
��#���
H ��������������� ��#
 �#� #�� � ���� �������
! |i〉, |j〉 ∈ A ���������� ����

�������� ���
��� τ ∈ GH � ����� 	�� τ(i) = j� $������
� |Ψ〉 n� ���
���! �
���� 
������� ����� � �����
��#��� H� ��#
 ��� �
���#��
� �������� �����
��#��� H
�������������� �
	�� H|Ψ〉 �= 0�

$�������� �������
� ����	���� 	�� ��� ��� ����#�� � ��������� ��#�	�����

���� 
� ����! ������������
 ��� 	���
%� ���� � ����� ���� �����
��#��� ����

���� ���
#����
��� ��
����� � ������� &��������� ! � '� �
�� �������
�

|n〉ph(α|10〉at + β|01〉at) ������ �	��
���� ����� �� ��� ��� ����������� ������� ��
�
������ ���
����!������
� � ��#��� �� ������ ���
#����
���� $������
� �� �
��

|n〉ph(α|10〉at + β|01〉at + c|00〉at + d|11〉at)� �
 ����#�� � ���	��
�� ���#
��� a, b, c, d
����� �� ����� �
�

���������	�


���	 |Ψ〉 = ∑
j

λj|j〉  ������� �����	������ H� �� ����� ��� ������� ����	��

H � �������	 j1, j2� ���	�	 ��� λj1 	 λj2 ���������� ���	������ ���� �� �����

������ �������������  ��������
 !� �� ����� ����� 	 ��� ����	�� ��	������

 �����		 Ut = exp(− i
�
Ht)


(�!���
��#���� �#� ���
� ���
�� � �������
! j1 
 j2� ���#���� �����#��
� H�
��������
� ���������� τ ∈ GH � ����� 	�� j2 = τ(j1)� $��#�% � ������
 j1, j2 ���
����� 
� ���#
��� �������! H|j1〉 
 H|j2〉 ��������������� )� ��#��
� �������%



���� τH|j1〉 = Hτ |j1〉 = H|j2〉� 
 *�� ��� �� 
 ����	���� 	�� ���#��% j2 ��#�	�����

� ���#�%� j1 �����������! *#�������� 
���%
������! τ � ������� � ���
%� *���
#�%

 Ut� � �
�
�� 	�� ������'��
� �������%

 τUt|j1〉 = Utτ |j1〉 = Ut|j2〉 �����
� ��#������ 
 �#� ���� 	�� 
 ��������� ���#����
� ���������

)� ���#����
� �#������ 	�� ����� � �����
��#��� ���
#����
��� H �������
�

��#����� �������� �
 �����
��#��� H 
 �����
��#��� ������� *��#�%

 Ut =
e−

i
�
Ht� ���������������� *���� ���
#����
����

��� �����	 �
�����	

+�'� %�#� � ��������� 	�� ��#
 �������
� |Ψ〉 ��#����� �������� � �����
��#���
������� *��#�%

 Ut� �� ���#
��� ���� ���
�� � �������
! � |Ψ〉 ����� ���
��
�� ��# � ��%
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��� �	��������

����� |Ψ〉 � 	
��������� 
���������� ������������ A ���������� 
�������� ���
��
��� 	� ������� ����� ���

|Ψ〉 =
∑
j

λj|j〉. ����� 

!� ������ ������ 	������ ������ ��	������ ��� 	
����" #�
�����$�" 	
��
�
�%���� ����& 	�
$�� ��	������ ����� 
���'���� �������� ����������� 	
�
��������� �����
� ��������� �� ���
�$� A� ����� T = {+1,−1,+i,−i} � ���������
� ( )��������� ����
�� �����"��� ��	��� ��	������* ��%��������� 	����������
���� ��%��������� ��
�$��������� � �������'���� �������� �
��������� ��	��
�	
��������� ������������ ��
���* ��� 	
��������� '����� +������ ��	������

���
� ε > 0 ��������� ��
��� ����

κ = (ε, id, |bin〉, |bfin〉, tin, tfin), ����� 

��� |bin〉, |bfin〉� ��� 
���'��, ������, ��������� ������� ������ � #������� id�
���������& ������#���$�����& ����
� ������"%�& �����& ����� �
��� ���, �
��
��,� tin, tfin ∈ T � ��
�,�� ���� |bin〉 → |bfin〉 ��������� 	�
�,���� ��������&�
tin → tfin � 	�
�,���� ��	��� -���
�� ������#���$������ ����
� ���� '�� 	
� �,
���	������ ��� ��������� ��
����� ������ ���� ���	������ �� ���� ������#���$��
����& ����
 ������'�� �	
������� ����� ��	������� �
� )��� ������ ��%������
���� �������'��� ��������� ������� � �"��� ����
�� ��
������� � ����"'�����
������#���$������� ����
�� .���� ��
���� �� ����� ������������� ����� ��	���
���� � ��� ������#���$������ ����
��� �� �����
���� )���� � ������&/��� -�����
�����'����*

tin(κ) = tin, tfin(κ) = tfin, sin(κ) = bin, sfin(κ) = bfin.

��
�,��� ��������& � ��	�� ������� ��	������ #����'���� ������"�� ���
������ ��������� ������ ��������� �� �
������ � �, ����
 ������ �� ����
� A0

���
 ������ ��	������ �������� ��'����� ����
������ 	
��������� ��&�����
)���� �	�
���
� � 	���%�" ������� ��	�������

!�������� θ ������� ��	������ 
���
� ε ������ ������������ ��	������
)���� 
���
�� ���� ��	������ �����"%�� �������*

�� - ��������� θ �� ��%������� ����, ������� ��	������ κ1 � κ2� '�� �, 	��

�,��� ��������& ���������� tin(κ1) = tin(κ2) � 	
� )��� tfin(κ1) = −tfin(κ2)� �
����� �� ��%������� ����, ������� ��	������ κ1 � κ2� '�� sin(κ1) = sin(κ2) �
tin(κ1) = −tin(κ2)�

1������ � ���'���� '�� 	
� 	�
�,���� �	��������� �������� 2→2 �������� ���
'���� ������ ��	������ �� ����� ���
������� � �������� ��'����� 	�������� ���
������ ��	������� � ����� '�� ������ ��	������ �� ���
�%�"��� �
�� � �
����
��	��
��������� � �	��� ��,������ ����������

+���������� ��	������ θ ����� 	�
� ��������, ��������&

|θin〉 =
∑
j

λj|j〉, |θfin〉 =
∑
i

μi|i〉, ����3 



���� �����	 �
�����	 ���

�� ��������		�
� ������� ��� ����� ����	�� ������	�� |j〉, |i〉 ����	� ������
	����� ���	���

λj = 〈j|θin〉 = ε
∑

κ∈θ: sin(κ)=j

tin(κ), μi = 〈i|θfin〉 = ε̃
∑

κ∈θ: sfin(κ)=i

tfin(κ), ������

 �� ε̃ � 	�!������ 	��
�����"	�� !�#$$�%��	�& �! "�� ������	�� |θfin〉 �
��� ����
	�"	�� 	��
�&  |θin〉 � ���������	�� 	�	������� '�#$$�%��	� ε̃ 	� ����	 �������
� ε& ����
� "�� ��� !�	���	�� 
������� ���"	� 	��
 ��!��� ������	��& ���
��(�  �����& 	� ����	�����) ���� �� 
� ����� ε̃ = ε& �� �����		� 	
� ����"�	
{|Ψ〉} ��� �������� |θin〉 → |θfin〉 
� � �� ����!� �
�	�*����� � #�� ���������� �
��"	���� ���� �� �& "�� 	�!������ !�	�� 
������� +��!�(����+ ��� � ��� �

�� ������ ��

� �� $��
��� �������

,$�!�����
 ��
��	���� dim(H) ������	��� ������	��& � ����
 ����� �%�	�
!� �������� ���
�����
�� ����������	�� ����"�	� ���
�	� � ��
�� !�	�

������� � ��"	����� �� �����! ����"�	�& �"��� ��� !�	��	�� �����(�
�
����!� �� 	������
�� !�	��	�� dim(H) � �� 
�	�
��	�� � 
!��
��	�� ��
�����	�� ����"�	 #��
�	��� 
���%� A� -�� #��
 ���
�	 +���� �� ������!+ ���
��� ��	"�� �%�	!� !! ������& �! � �	��� ����������	�
� "���
�& �����(�
�
����!� �� 	������
�� !�	��	��

.�� !�	���	�� 
������� θ � 	�
���� i, j ����	�� ������	�� "���� ni,j(θ)
����	"�
 "���� #��
�	��� 
	������ Ni,j(θ) = {κ ∈ θ : sin(κ) = j, sfin(κ) = i}�

-���� θ(ε) � 	�!����� $�	!%��& �������(� 	�!������ ������������	����
����������	�� "���� ε& �����(���� ! 	���& � !�	���	�� 
������� ��
�� ε�
/!�� $�	!%�� ����
 	����� ��
����"��!�
 !�	���	��
 
��������

-�
����"��!�� !�	���	�� 
������� θ(ε) 	������� �� ����		�
 � ����
�����
 A& ���� ��(������� �!� $�	!%�� c(ε)& "�� ��� ����� ����	�� ������	��
i, j

�(ε)ni,j(θ(ε)) → {λj}{〈i|A|j〉} (ε → 0) ����0�

��� λj& ��������		�� � �������

1��� A � ������� #����%�� Ut& �� 	��"�� ��
����"��!� � !�	���	�� 
�
������ θ(ε)& �� ����		� � � A& �������� �����*�		� 	� �������	�
 ��������

!�	����� ������	�� |θin(ε)〉&  �����(�
 � ��
& "�� ������	�� ���
��	� �����	��
�!���� � ��
���& ������������(� � ��	
�!�& ����
�� 
���%�� #����%��
Ut& � ����(� � !�	����� #����%�� Ut �����
�	����"��!��� /!�
 ��
����

����� !�	� 
������� κ ∈ θ(ε)&  �� ��"	���� �����
�	����"��!� � ����	�� �����
�������� ����"�	�� ε�

������� � ���	
���	�� ����
����

���
� A� ��������	�� ��
����� �� ������� ���	����	��� �
	���
��	� A ���

�
��	�� |Ψ〉 �����
���
 ������
�������� ���	
���	�� ����
�� θ(ε)� ��������	�
	�� � �����
���� A 
����� �
�

|θin(ε)〉 → |Ψ〉, |θfin(ε)〉 → A|Ψ〉, (ε → 0). ����2�



��� ����� �� ����	
��� �	��������

���������	
����

����� 	
�
� �
������� ��������� A ������� |Ψ〉 = ∑
j

λj|j〉 � ���� ε > 0�

��� |j〉 � ���������� λj �= 0 �����

λj = 〈j|Ψ〉 ≈ signre(ε+ ε+ . . .+ ε︸ ︷︷ ︸
Mj

) + signimi(ε+ ε+ . . .+ ε︸ ︷︷ ︸
Nj

), ������

��� signreεMj +signimiεNj ≈ λj ���� �
������� ��� ��!���� 
�������� λj � ���"
���# ε$ Mj, Nj" �
���
����� ����
% signre (im) = ±1� &
'��  �
	�% ����� ���"
����� ���������� �	 ����(�  ���� �������% � �
�  �������� ��������� ����
�������� ��� ���
��
����� �
�
��������'� '�
���
��� � �
�������
���

��� ��	�� '
!��) *������ �
���+� *��#+�� �
' !�% '
' �� ��� ��	��� 
�"
������� ��,��� �������-

〈i|A|j〉 ≈ ±(ε+ ε+ ...+ ε︸ ︷︷ ︸
Ri,j

)± i(ε+ ε+ ...+ ε︸ ︷︷ ︸
Ii,j

), ����.�

��� Ri,j, Ii,j" �
���
����� ����
$ ��)����������# � �����# �
��� " � ������# ε
'
!��#% 
 	�
'� ����� ��)���������) � ����) �
����� �� ��
#��� ��,�� �	
��% �� �
��� ��� ��!���� ��!�  ��� �
'���
��� ����� ��� �� �
��� ε�

/�������� ��	�������#0�� ������� A|Ψ〉 ����
#��� ���!����� ����	"
�!��, ���
!���) ������ �
 ����	�!��� ���
!���� ����.�-

λj〈i|A|j〉 ≈ (signreMjε+ i signimNjε)(±Ri,jε± i Ii,jε). ����1�

2
�'��� � ��
�) �
��� ���
!���� ����1� �' '�% � ��  ���� ���	����� �"
'�
0���)� 3
!�� �,!����� ���
!���� ε2 � 
�������� ��	�������#0�� ���"
���� ���� �
�'����� �' ' � ��
�) �
��� ����1�  ���� ����
���� ���!�����
���������� �,!����� ε � ��
��# �
��� ������ �
 ���������� �,!����� ε �
��
��# �
��� ����.�� �� ���
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���� �����	��	 
	���	����
���  �� �	������� ���

���� ��	
 ���������� �������� ��� ��������� ������ �������� |Ψ〉 �� ������
A� ������ ���� ������� �������� � ������ ����� ���� ��� ���� ���� !�"
��#$�%� ��������& ��� ���� ���

����� ������& �������& '� � � �'��! ������ �����& ��������& � � ( ������ �
���� ��������& ε ≈ 0& � ��! (� ���� ����� �� ������ � ������� �� � �� �%���

�� ����� )������ ����������� �������� ������ �#�� �'��! �'��� *���! �%���
�� ! �%������ '�� � ��������� +���%��� �����+ ����� ��������& ������ �����
������%�! ��������# � ����  � !��� ������& �� '� ��,������ ������� ,���
�� ��� ���� ����������! ��� ��'���� ���������� ��-���#�

.���� ,� � ,� ������ ���!& '� ���� ��� ���� � '�� � '���� � ������"
�������� ������ �������� � �,����"����������� !��� ���������� � � '�"�
����� (�%�& �� (� ���� �� ,��� ������� /�,�� ������������#$�� ���% � ���"
%�� %������'����� ����  ����� ���� ,�! ��� ! �%���� ,� !-��& ������ �� ��"
��� )������ ���� ������ ���� ,�! ������ ��� �'��! �'��& �� ��� �� ,�������
�������� ��%� ,�! ���������� ��� � ����$!# �����'���'��%� ������� ����&
�� '� �� �'����� �����'����� �� ,��� ��������������! ���% � ���%��& � ��"
��� �'���! ������ ���� �� ����� )������ ���� ������ ������� � �'���!# ��
������ ���� � � ����%� ����������%� %������'����%� ����  ����& � ��! ����
,�! ��� ! �%���� �� ����

0��! τ ∈ SN " ����������� ,������� ������� �������%� ���������� �����"
���& ��������#$�%� ��,��� ��,��� M � 1�%�� �������� τ |Ψ〉 ��������� �����"
'���'��� ������� ����� �������� |Ψ〉� /�������& � � ��,��� n %������'�����
����  ����� �� ,������� �������� ���� ��� (q1, q2, ..., qn)& � ����,��������� 2��!�
��� (�� ��� ������ !���!# ���� Qk = α

∑
j

qje
−β ikj ����'�� ������� � �������#

�� �� ������ ����  �����& �� �� '���� �� ��������� qj& � '���� )����� " ���"
��'����� � ������ ����������� Qk 3��� �������� ������'����%� ����,���������
� ���%� 4�	56�

*�����& '� ������� � ��������� ���'���� �,�'��� �������� q1, q2, ..., qn �



��� ����� �� ����	
��� �	��������

������	�
� ������� ��� ��������
� �������	 Q1, Q2, ..., Qn ��	� ������������
��� ����� �����
� ���	��� � ������� �����
� ���	��� � ����	���	�� ���	��
�
���	������ � ��	���� ������� �������	 ��	� �����
� ���	���  � ��	� ��������!
���� "���� � ����� ����� ! #	� �� ���	���� ������������ "����� � ��	����
$� ���� �
$��  ������ �����	���� �����
� ���	���� ���	����� ����	��!
�	�� %�� ����	���� �����	������ �������� ���	����� ����	
� �����	���&���
����
�� �����
� ���	��� ����	 ���	� �����$���� ���� ��
�� �� �������& � ����!
	��� �����	���&���� ��	�
�� �����
� ���	��� %�#	��� �����	���� �����
�
���	���� ! ����� �����	������ ������������' ��� ��������� �������� ����		�
���&��&�� � �	��� ������� �����
� ���	���� ���	����	�� %�#	��� ������!
������ q1, q2, ..., qn → Q1, Q2, ..., Qn ��
�&	 ������������ ( ������� � )�������
��)����	���� ��� ����	
��	 ���	���� ���	����� �����
� ��	�)* ��� �����!
�	�) ! +������ ���	����	� �,� �� ����	 ���	� ���	�

-�� ������* ���������� ./0 ! ���	����� ��� 1√
2
(|00...0〉 + |11...1〉)� � ��	����

���	�
 ��� n ����	��� ����� ��� ��,�� ������	� � �����	����� ���	����& ��!
������	����
�� ����)���� CNOT � ����&������ �����	������ �����
� ���!
	���� ����	���	��

�������� �	�
������� 	������	��� 
	���� ���������� ��������

|W 〉 = 1√
3
(|001〉+ |010〉+ |100〉) � ���	������� 	�������� ��� � ������� ��	�������

��� �������� �����	��� �	��������	���� 	�������� � 
������� ��� ��	���� �����

�� �	���������� �������� |GHZ〉 ��� |W 〉 ����� � ����!�� ������� �����

������ � ��"���#

1����&	��� ���,���	�& A(Ψ) ���	����� |Ψ〉 ��
��	�� ��������� �� ���,!
���	�� ���� ��� ������	���
� �����	������ 2��� ����������� ���,���	� � ���)�
����+ ��3��4� "�������*

A(Ψ) = minτ∈SnC(τ |Ψ〉). 23��34

1����&	�� ���,���	� #	� ����� ����	��� ���������
� ��� �����	������ ���!
	����� ��� ������ ���	������ %���	���	�� ���	������ � ��	���� ,���	 #	� �����
����	� 	��� ������� ��������	� 2A(Ψ)� ��	���& �
 ���� ����� ������	� �����
N �

5���� ���		�� �	� ��� ���	����� 23���4 ����	��
 ��� ��������	 ����� ���&	
��� 23���4 ��� ����	����� ε > 0� 6	� #�������	�� 	���� �	� ����	��
 ����	 �����!
�	� 	����� ��	
�� �������* ±ε, ±iε�  ���	����� �� ���� J � ����,���� 23���4
����&	 ����	���� ������������ � ����������� ����	���	�� K ���+����)��
����	������� ���	��
� 	� �	� ���� �
 ��	�� �����		� ��������& +���)�&�
� ��
���� �������� #	��� 	������ �
 ���,�
 �����������	� ����	��
 ��
��
� ���	�� δkK ����	���	� K 	� �	� ��	
�� ��� ����	�� ����	��
��
����
���� �� ���� ���	������ �� J ∩ δkK� ���	 ������� ��������� +���)���
� )��	�� ���	� δkK� 7�� ����	���� �����	������ �������� +���)�� �����
���	��� ���,�� �
	� ���		���� ��
��

 ��� �����	������ �������� +���)�� �
 ������ ���
	���
�� 8���� ����!
�	���	� ����
���� ���	��
 � �&��� ������� ���	����� ������)������ �����



���� �����	��	 
	���	����
���  �� �	������� ���

�����	� �
������� �	����� � 
���� �����	� ���������	�	 ��	��������� � ����
��	
 � ��	
 �	��	��� ��� ��� ��� 	 ��	�����������	� ���
��� � �	!����
�	
 ����������� ��� ����	� ��	!�	�
	��� "	 ��� ��	������������� ���
�
�� #����	 	��������� ����
��� ��������	� ��	#��� 
	������ ��� � !	�
� �
�	!����	�	 ������������ 
	#�� �	��� �� �
����

���� ����
��� ������	� ����
�$����� 
�#�� ���
� �	������ ��
 �
�
�
��	 �	��	��� %������ ���	�	 �	�	��� �������� ��&
�&���	� �	 ��	��������� 
�#�
�� �
� '����	 ��� 
�� � ����� ��	�	
 �������� ��� ������	�� �����!���
#�
 ��
 ���	#����
  !���
 ����� � ��	 ������	� ��	��	 ����
�$����� 	� 	��
�	� �	�� � ����	�� ��	 �	��	��� 
	#�	 !���� 	��������&	��� 	��
 ��!�	

|ψ〉 = λ0|0〉 + λ1|1〉� � ��
� �	��� !���� 
�� ��&
�� 2 × 2� '��� �	��&������
��	 ���	� ���	$��� ����� ���� �� ����� �� �	��	�� 
	����	����� ��� ��	
���
�� �
����� λ0  λ1 ��������	 	�	!��#��� ���������� ������	�� & 	��	�
�
� � �����( �	 
�	#����� ��	
�#��	���� �	��� ���������	�	 ��	��������� �	�
��	����

)� �����
� ��	 	��������� ��	�����������	�	 �	�	#��� �(!	�	 !�&��	�	 �	�
��	��� j ∈ J ���!��� 
��	 ��
��� ��� ��� &��� ���� �		!$� �	���%
��� �	
����� *�� ��	 
���
�� �	� &������ Q ���� N !�&���� �	��	��� ���� �(!	�
�����	�	� ����
� �������� �	������	�� �� &����$�� 	� �	��	��� |Ψ〉� *	��� &���
���� ε = 1/

√
Q ���#� !���� �	������	�� ����
 !�&��&
���	�� ��� ��� ��&
���	�� 

%&����	� ������ !���� 	��	�� �� � !�&���
 �	��	���
 |j〉 � +,���-�

.����������� �	��	�	� %���� � N !�&���
 �	��	���
 �	�������� �
���������	
 ������ � �	��� ��� �
������ ����� �	 
	���( ε� ��� #� !�&����
�	��	��� 
�� �� Q� ��	 &����� ��	 ��	&�	���� ��

�	���� �����	� �
�����
�� �	 �����
 δkK�  �	��� 
� 
��
 �		��	���� ��	���������	���� /��	#�	�� �
�	��	�� / ���

N log2(1/ε) ≤ Q, +,��0-

��� ε ��� �	��	�� ������������ �
����� �����	��	� /�	��	�	� %����/ ���
��!	�� N �	��� � ��	��������� K� *�� ��	 �� &������� N � Q �	��	�� ���������
���� �����	��	� /�	��	�	� %����/ !���� ��	� ���	�	�� ��	 �� ���	&
	#�	
!���� 	���� 	� ��������� �	������	�	 ����#���1 ��� ��	���� ����
 
���
�	 ��	  
��� 
���	�

2	����������� !�&��&
����� �	������� Q 
��� %&�����( ���	���  �	�	�

� �	���#� ������
����� �	
� �	���� 3�� ��	�	 ���	 ���������� �
������
�	 	��� !	� �	
� ���� ���������� �	��	��� ���	�	��	 ����
!��� ��� ��	!�
����� ������ �
������ ε ���	��	 !� � ���!	
� 	���	���( 	� �	�������	�
���
�� �	�	��� 
	#�	 !��	 !� &�%���	��� � ������
�����

4�
�� ����#��� ��� � ����&��� ���	��
� 5�	���� � 678 +�
� 9��:- ��� �	&�

	#�	 !	� ���	 ���� n ��!�	�� )� �	�#�� �	���	&���� �������� �	 ��	
�
���	��
� ��� ���	#���� �	��� ��������

f(x) = 1, +,��;-

��� f � !����� %����� 	� n ����
������ ����� ��	 � ��	�	 �������� ��� ���������
�	� ������ xtar� "�&	��
 �������
 &������
 n ���	� 
�
�� �	� &�������



��� ����� �� ����	
��� �	��������

��� ��	�
��� ������ ���������� ��
� ����	��� ε �����	����� �����	 �������
	������� ���	�
 ���	����� �� �
������ �� �	��
	��� ���	���� ������ ����

 ������! �	� ���
�	� "
���
 ���	��	 �� ��������	��#��� �
�������� ���$

	�


G = −I0̃Ixtar %&��'(

τ = [π
√
N/4] 
�! ��� N = 2n�   �)��� *�� ����	�� ���	����� |xtar〉 �������

���
�	�	!  ���	��� ���� �
���� ���	����� ������� �+���	! 	� �	� ������
	������� ���	����� |Ψs〉 ����� s *��� ��	�� ,�
�����

|Ψs〉 = cos(2s/
√
N)|0̃〉+ sin(2s/

√
N)|xtar〉, %&��-(

��� |0̃〉 = 1√
N

N−1∑
j=0

|j〉� .	�	 �
�	�
��� ���! ���� ����	�� ������ �����	�������
���	����� �
��������	 ����	��� ���� ���� ���	�����! � ��	�
�� �� �������!
���
��	�� �
� ��+�� ��
��	����� +������ ���	�
�� τ � /�0	��� ��
� ���	�����
���	����� ����#�	�
 �
� ���������� �� ���
�	�� "
���
 +���	 ���	# 
���
$
���	# N = 2n�

1� �� �
� 
����2�� ��� � 
���)���� 	������� ���	����� |Ψs〉 �)��� +$
������ ���	����� ���������� ��+�	�� |j〉log ��������	�� 
���� ����� +������ ��$
�	������ �2���! 	� �� ����� %n + 1( �� ��
�	 
��� � ������	�! ��0	��� �����
� ��
���� *� ��� n ��+�	�� +���	 ���	���	# ������ ���	���� ��
�! � ����� n
���� ��+�	��! ������ �2���� %�� ���)�� +�	# n + 1(! ��� ��	�
��� ��
��� *�
��� +���	 ��	# ��
��� �	��	! +���	 
��� log2(Q)� 3� 	��#�� ������� ����	��
cos(2s/

√
N)/

√
N �
���� ���	����� �	��	 ���#*� ε! 0	� ����	��� �	��	 ������!

� ���	����� � +��#*�� 	�����	#� ������	 � |xtar〉�
4� 0	��� ������	 �
�����#��� 0,,��	 +��	
��� ��������� |xtar〉 �
� ������

��� ��� n = [log2(Q)] ���������� ��+�	��5 � 0	�� ����� 	��#�� ������ �
��������
���
	�
 G ��� %&��'( ���		����! �	�+� ���	��� ���� ���	����� |j〉, j �= xtar

�	�� ���������

6�� 0����
����	�#���� �+�
�)���� 	���� 0,,��	 ��� ��	��#�� 	���� �$
�	
��	# ���	�! �	�+� ���	��# ������#�� �����)��� 
���
���	� ��
 ���	�����
Q�  �)� �� �+����� �2���� � 0	� ����	�	��

7����	
�� �� �
�2���5 ��
���� ���	����� 0���	
�� � 	��� Rb85 � 
���
���	+��#���� ��
 He6� /�
��� �
�2��� �������	�� ���	���� 0���	
���������
�����#�� 	����! ������ ���	���� ������� �	�
��� ��� �	��	�	���	�

8� +���� ������	# �� �
�	�
�� 	����� �
�
������ �������� ,���2��! ����
�)��� *� ��� ����#�	�
���� ������� 	
�+��	 ������ ������ +������� ���	�$
����� .	� ��	���	 �� ���
��	� ���	����� +��)����! �
� ��	�
�� ,
��	 �����

��
��	
���	�� � �������� ���
��	#� %� �	����� �	 ������������ +��)����! �
�
��	�
�� ���
��	# �
���
2����#� ���
	���� ��
�� �� �
�����(� /��	# t $ �+���
�
��� �
�2���! dt $ *� ����#�	�
���� ������� 0	��� �
�2��� �� �
�����! 	���
����� +������ ���	�����! ���+������� ��� 9	����� �
�
������9 �
�2��� ���	��	
N = t/dt� :������ t ��
������	�� 0����
����	�#��!  dt �����	�� �� ���	��*����
����
���������	�� 90��
��� $ �
���9�



���� ����� 	
������ �	� ����	 �
����� ���

��� ��	
����� ��
����

 ����� ��	
�
�� ���
�������  
�����
�� ������
 ��
��� ����� ��
����� 1.4 cm �� 
����� ω ≈ 1010 sek−1� EQED = �ω ≈ 10−17�
dt ≈ �/EQED = 10−10� � 
����� ����� ��	
����� ��
����

 t ≈ 10−6 sek� ��
���� ��� N = t/dt ≈ 104� !�"�� Q ≥ 104 < 214 
 ��� ����#�"� ���	��$��
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���� ������	
 ���	�� ����	���� ��������� ���������� ���	��	 ��	 � ���� ���
���	�� �� ����� ����� ���	���	��� ����	���� ����
�	�� � ��	���� ��������	�
�� ��� ����� ���	����� ��� �����
	������� H ����� �� exp(− i

h
Ht)� !�"�� ��

�� � ����#
� 	����� ��	����	�� ���������	
 ����#�� ��������
��� ������������
���	���$ % ���� �� 	� ������
�� ���	��$ & �	��� ������� �����#��	�� �����	�
�� ��"������ �������� ����'��� �� 	��� '��	� �	� �	������ ���	���� ������
����	���� ����
�	�� � �� �������� ��� ����	� � ����#
� ����	������ � �������
���������
	����

%����� �	� �������	�� ����	���� ���������� ������������� ����������� !�
����"�� �	� ���� ������	
 ��� ������������ ���	���� ������	��� '��� �� f :
K −→ K �� ���'����� ������� ����	����	�� � ���� (����� ������������ ����� ��)
	� �	��	 �� �	�	 ������ ����	 ������	
 �	 	��� �� ����� �����"�	�� ������� t ��
������	������ ������������� ���� �� ���������	
 �� t �������� ����������� 	�
����	���� ����� ����	 ���	
 ������� �� ���
�� ������	���� ����� �� ������������
�� 	� ��	
 ����	���� ��������� ��� ���
����	�� �����������* ����� �� ���������	
������������� � ��� ���������

���� "� ��	������	
 �	��� ����� t ���� ���	�	���� ����� (�� ��������� �
������ ���* �����"��* ���'����� �� ����
�	���) � ��� ������	�� ������ ������
	��
��� '��	+ ����	���� ����
�	�� ��	��	�	 �� ������������� 	���� "� �����
����� �������	 ���� ������������ ����� �� (��� ,-./)�

��������� 	
���� ���� � ������� ����������� ����
��

!� ����"�� ��� ��	���������	�� ��"��� ����� � � ������	��� �����
 �� �����
��������� ������� ��� ����	���� ���"���	� ��*�"����� �����
	�	� �	��� �� �����
��������� �������� 0���	�� �	� 	���� �����
	�	� ���������	 '�������	��
���
������� ������	� 1����	����� 2*������13 �* �������"�� ��������	
 ������� ������
����	�������� ��� �	���	����

%	�� ������������ ����� �� �����	�����	�� � ���� �	��� �� ����	���� '����
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��� ���������� 	
 ����������

��� f � ��	 
�� ��� ���� ���

x0 −→ f(x0) −→ f(f(x0)) −→ . . . −→ fk(x0) −→ . . . −→ fT (x0),

��� 
���� fk(x0) ������
��� k� 	������ �������� f � ���
���� x0 �� ������ � �����
���
�� ��	�	�� ����� ��	 
�� � ���� ������ fk�

 �������� 	��!"���� ��� #$������ ���� � ���� �������%���� &��	��" f �
� �%�� �� �����!�����! 	�	 	�������� ���	�� Quf : |x, y〉 −→ |x, y ⊕ f(x)〉� '��
����� fk ��������%�� ������� ��������� 	��������� ���!������� �������������
��	 
�� �"��� �� (��$ ���� �%�� ���������! ����� x ��� y� )��	� � �%�
�
����!� 
�� fk ��������%�� ������� ��������� ������ 	��!"����� *����� �����
�����%�+�� ���������	� ���	��!	�$ ������������!��$ �������� � ��
�������� �
�%� �
����!� 
�� 	�%��� ��	�� ��������� e �������� ���	�� f �� ��	����� �����
q(e) �� ���� %� ������ ,���������	� ����$����� 
���� � 	�%��� ������ ���� �����
���� ��������� ���������-� .� �%� �����������! (���������� ��������� 	�	
������/ �� ��%�� ���!	� ����������! ���$ 	�������$ ����$����� �����!��"+����
� ���!�����$ �����������$� *���� ����������! ����� 
�� 	�������� ���������

|Ψ〉 =
∑
j

λj|j〉

������ #$������ ������� ���	�� f �� ����� a� ����� �
����!�� �� &�����

δa(Ψ) =
∑

j: q(j)=a

|λj|2,

����	�"+�� �� ������� 0����� 1���%� da(Ψ) =
√

δa(Ψ)�

'�� �	�����! #$������ � � (�� �����������2 3� �%�� ������! 
�����$� �
	�����
��	�� ��
������� � ���! �� �
�� ����� 
�� ���������� ���	�� ����� �� ���$
�����$� � �� ���!	� �� ����� 	�	 ���� 4� �������� 
�� �� ������� ������!5

 �	 ���������! ������� �%�� ���� ���������� 	�����
��	�� 
�����$�6 &��	�
���� f � g� 	������ ��������"� 	�����
��	�" �����	�5 7��� ������������ �
����+��! ����������� da(Ψ)� � ���������! ���������� �%�� ���������� 
�����$�
	�	

dΨ(f, g) = [
∑

a: f(a) =g(a)

δa(Ψ)]1/2.

)� (���� ����������� ����� ����	���� 
��

‖Quf (Ψ)−Qug(Ψ)‖ ≤ 2dΨ(f, g). ,8��-

' (��� ����	� � ������ ������� #$������� 3������� ������� 	 ���	��� Quf � ������
���� � (�� ��������� 	�������" �	�����!� 1��	��!	� � ���������� ����%�����
	��������� 	��!"���� �� ��������" 	� ��� 	�����
��	�� ���� 
�����$� �%��
�������!� ��	 �	����!� ������� $��� 9�� ������ ���� ������! ���
���� f ���!	�
�� ���� �����5 1������� 
�� (��� � ���!������� ���
���� ������ � ���
���� 	���
�
���� ��������� fT � 4� ��%�� �� ��� #$����� ������! ������5 :��� ��� 	��������
��������� ����� ��� ����
��!�� ��� ������ � (��� ���� ���	����� �� �� ��%��
�$ �����
��! ��� ��������� � ����� ������2



���� ������ �	

��	� ����	 ��	������ 
�����
�� ���

�������	
� ��� ��
 ��
������ � �	������ f 
 � �	������ g ���������������

Ψ0 −→ Ψ1 −→ . . . −→ Ψt,
Ψ′

0 = Ψ0 −→ Ψ′
1 −→ . . . −→ Ψ′

t,
�����

����� f ��������� ����� ��
������� �	��� ���� � ����� a� �� ����	�� f(a) �=
g(a)� !" ��	�������� ����� 	����� 
����#
�� � t ����	��������� ��������
�����$�
%��

‖Ψt −Ψ′
t‖ ≤ 2

t−1∑
i=0

da(Ψi). ���&�

'��	� ��� ���� �()	��� a ���� %��)( ������
�� ��
����� ����
��� �����)����
*	����
� ���	
#�

aij = δfj(Ψi), i = 1, 2, . . . , t; j = 1, 2, . . . , T.

+���� t , �	��$ ��
������ � T , �	��$ %�	���
- T/t , ��.//
#
��� �������� � ����,
	��
$� 0�� ��$"��( .�
 �	�����1 2���
������� �����)���� ��$ ��3� � ��
�����

)���� ���������� ��� ���
� �()�	�� a = f τ �  �� τ �()	��� ���� %��
t∑

i=1

≤ t/T � 4��

��"��5�� ������ %�� ����� ���	
%�(� .�������� � ��)�� ��	��� 	���$���$ � , .��
����$ ��	�$������- "��%
�� ����� ���� ���)6� .�������� )���� �� )���3� t� '��	�
�( 
����

‖Ψt −Ψ′
t‖ ≤ 2

∑
i

√
aiτ ≤ 2

√
t
∑
i

aiτ ≤ 2t/
√
T .

7��	�� �	���� "���� �(������ 
" ��	�������� ��5�� ��	���
 � 	���	������� l1 

l2� ����"��������� ����	� � �( 	��������$�� %
������ � ��%����� �	�5���
$� 2(
�
�
�� %�� ���
 t = o(

√
T )� �� ��
���� 	�
 	��� ����� %�� �� �� ���5�� ���
%
��

���5��
� �����
%����� %�	���
 fT �� 
�(�� '� ���� ����"��5�� ���%
�� )����
%�� ����	��
%��� ��������� ����	��
� ��$ )���3
����� �����
%���
� �� �	
�����

8��� 
 �
5�
�  	��
#( ��������� ���5����
 
�� � �
�� 9�	
��	� ��������
,
���6
�� %�� �������(� �������	 �� ��5�� 	�3
�� �	�)�	��� "���%� ��6��������
)(��	��� %�� � �� �	
��� :	���	� ���� ;�&<� ;�=<�� � ���5�� %�� ��)�� �������(� ��,
 �	
��� )���� )(��	(�� %��  	���	����
�� ���5�� �%�
 ��$ ���� �	�)�	�(� "���%
������ �3
)�%�(� ����� ���� ;��<��

>���� ��������� 	������	��
� �������� � �(%
����
$ ;��< ���"(����� %�� ��
�,
��� � )���3
����� ���%���� ���)6� �� ����)�� �� ���� %�	���� �����
%���� � ���,
����	�� '��
� �)	�"��� ��������� ����	��
� �����
%���
� �(%
����
� $��$���$
	���
� /��������� *�� 
���� ����� ��$ �� �	
���� �
� �	�)�	�� ��� ���(�� ��,
��	(� �������� ����	��
� � ���6�� 	���	�����
���
$ ���� ;�?<�� +���%� �
�

��	�#
�� 	������	����$ ���
� �����
��$ � �
� @ABC ���� ;�D<� 
 � �)6�� ���%��
�� �������� ���� � �
� ����	��
$- ��$ ��� �������(� �������	 ���"(�����$� �
�����$�6�� )���3
����� ���%���� �� ��%3� �����
%���� ��

4�� , ��������� ��
���������� �� �� %�� �������(� 
 �����
%���
� �	�����
"�
)�
"�
 �	� �	� �� E�� ���	��$�� ���	������� � ���� %�� 
 �(��
 ����
 ���
�,
�
)� /�	�( ����	�
�
��
%���� � �
���
$ �������(� .����#
�� 	��	
�
���3
,
��$ ���
 � �	�����  ����� �� $��$���$ ������ �
3� �������
%���
�
 �	�5���
$�
�



��� ���������� 	
 ����������

��� �����	�
� ���	�������� 	�������	

�����	
���
� ��
�������� ������ 	�������� ���
� ���� m� �������		��
	� ��� 
	��  �����
 k�

�� !��
��" �������� #	���

 H ���� 
���"��� ����	 ���� F = −kx 
 ��������	
�

�� ����� ����	�
�� F = −∇V � �$����	
�% H = p2

2m
+ kx2

2
��

�� &��
�" ���
����� ����	�	
� �
	��
�
 ��� ����� 	���
 ������ ����'�	
� ω

 	��
��" H ����� ω� �$����	
�% H = p2

2m
+ mω2x2

2
��

(� )�
���
 ���
�"��	
�	 ���� � �
��

H = �ωH0, H0 =
1

2
(X2 + P 2) �*�+�

��� ���,���-
, ���������� X,P � 
 	���
 [X,P ]� �$����	
�% X =
√
mω/�x, P =

p√
m�ω

, [X,P ] = i�

+� .������
� ���������

a =
X + iP√

2
, a+ =

X − iP√
2

. �*���

!���
 [a, a+] 
 �����
�" H0 ����� 	
,� �$����	
�% [α, a
+] = 1, H0 = a+a+ 1

2
�

�� /������"� ��� ��
 |φ1〉 0 �'���		�� ������ H1  �'���		�� �	���	
�� c1�
�� a+|φ1〉 0 �'���		�� ������ H1  �'���		�� �	���	
�� c1 + 1� � ��
 a|φ1〉 �= 0�
�� a|φ1〉 0 �'���		�� ������ H1  �'���		�� �	���	
�� c1 − 1�

1� !���
 �'���		�� ����	
� H  �'���		�� �	���	
�� �ω/2� ���
� ����0
�� 	� �'���		�� �	���	
� H� 2�� ����	
� �'��	������ ����� |0〉 
 	��������
������	��� $����	
�% ����	
� 
���" � �
�� ���
�	�� .����%

|0〉 = (mω/π�)1/4e−
1
2

mω
�

x2

�*�1�

3� /������"� ��� a|0〉 = 0 
 |0〉 0 ��
	���		�� ����	
�  ���
� �������� �$��0
��	
�% 
���"�����" ������� � �-������	

 
 ��
	���		��
 ����	
� �����
 4�0
�
��

5� 6���"��� ��� 7���� ��� ����� ���
�"��	
�	� H ����	
��	 	
��� �������"�
��� �	 �� 
���� �
� �ω

2
+n�ω ��
 n = 0, 1, ...� '� 	����� ��	� 6���"�����" �����"����

����� � 
 3�

8� .'��	��
� ����� |n〉 �'���		�� ����	
� H  �'���		�� �	���	
�� �ω
2
+n�ω


 ��
	
�	�� 	������ !���
 ����	 �����
� ���������� a� a+ 
 a+a 	� |n〉� $����	
�%

���"�����" �����"��� �����
 +� .����%

a|n〉 = √
n|n− 1〉, a+|n〉 = √

n+ 1|n+ 1〉, a+a|n〉 = n|n〉. �*�3�

9����� 8 ���� �	���	
� 	�����" ��������� a, a+, a+a ����������
 �	
��� �	
�
���	�� ���'� ��	
�� �� ��	
� ���	�� ���'� ��	
� 
 �
�� ���	��� ���'� ��	
�
���� ���������		��
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�� ��	������� ������	
��
 
�� �	
����
�����
��	� ! "� #���
��� �����
		� ���
��
�� ��� 
�	� �����������$ ���#%��� ���#�
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��� �������
���� ����		����� �� ������
������
! &���� �'����� �� ��������� �������� ��	� � ������ ���
 ��������� ��	�
'#�#� ��	����$�� ��	$�� �� ���	# n ������� ������ ����� � �'(�� ��� ���������

���� ��������� '#�
� ��
�$ ��� |Ψone mode〉 =
∞∑
n=0

λn|n〉!
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HJC = H0 +H1, H0 = �ωa+a+ �ωσ+σ, H1 = g(a+ + a)(σ+ + σ).

7
	$% ������� ���	� ����� ��	�
��� �������
	$���� ��������	�
��	 ��8

��� g/�ω � 1 ����� 	
��������	�� H1 	 ������������� HTC ����� 
����

���� �� HRWA
1 = g(a+σ + aσ+)� ��� ��� �� ��	��� �������������

HRWA
JC = H0 +HRWA

1

������� ���	����� ��������� ���� � ������� ��������� ��	����� � ��������

���	����� ��������� �� ������������� HJC�

�! 9�
�
� ��
��� 
:
��� |Ψ(t)〉 #���
��� ;
����
� �	� ����	$������� HTC

�#�#% ��	���#% �#����%

|Ψint(t)〉 = e
i
�
H0t|Ψ(t)〉.

*������$� ��� ��� �#����� ��	�
��� 
:
��
� #���
��� ;
����
� �	� ������
����	$�������

Hint = e
i
�
H0tH1e

− i
�
H0t.

<��� ����	$������ ������
��� �
�����	
��
� �������
������!
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��
 ��
���� � �
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���� � � ����
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 ����
�#��������
 ������:
���8

[a, a+] = 1, {σ, σ+} = 1, [a, σ] = [a+, σ] = [a, σ+] = [a+σ+] = 0.

�! *������$ �	
�#%(#% >
��#8

�����  � [H0, H1] = 2g�ω(a+σ+ − aσ)�

�?������
8 ����	$�����$ 
�#	$�#� ������ =! 
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�� ����	�
�� �	������ �� n ���������� n� �� �������

F1 = [H0, H1], Fn = [H0, Fn−1].

�������� �����
�

Fn =
n∑

k=0

Ck
nH

k
0H1H

n−k
0 (−1)n−k.

�������� ����� �	����� � ����	�
��� ������������ �  �!� ����
������� ������
 ��� � ������
�"� ��#�������"

Ck
n = Ck

n−1 + Ck−1
n−1.

�� �������� �����
�

Fn = 2ng(�ω)n(a+σ+ + (−1)naσ).

�������� ����
������� $���� ��

%� ��������� &�� ��#������� Kn ��� tn � ���
�'��� Hint �� �����(� t �����
��� n = 1, 2, ... ��	

Kn =
in

�nn!
gωn2n(a+σ+ + (−1)naσ),

� �����	"� &
� ���� g(a+σ + aσ+)� �������� ����
������� ����
����" ��	�& � �
��

)� �������� �����
�

Hint = g(a+σ + aσ+ + a+σ+e2iωt + aσe−2iωt).
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������� ���
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���� ��	�&� )� ������� $������ � ����&���	�-.�/�( �(	�/ � ��� ����� &��
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��( � ����( &���� �� ��( ������( 0��	�!��� (�
(-��( ����&��
�����"�� �����(�� +�����(��� �����"�� � 
-��� �&����� �������(
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���� ����	�
��( � ���&�� &��
� ��!�����,� ����

(��� ���"/ #������
� �����
� �� ��	�&� ) �����	(� � ����� &�� �������� � �� ��- �������( 0���
	�!��� ��� ����/�	� �� HJC � HRWA

JC ��������( ������&� ��
�� ��� g/�ω → 0�

��� ����� �	
 ����� �������	� � �
��	 ��

��������
����� 1�����" � ��������� ���"/ �����(�� 2�%�

����'�� ��&�
� ���� �� 3����
��� �����(�� |Ψ〉 = ∑
j

λj|j〉 (�
(���( ���"�
��!	� � ��
��� ��!	�� ��!	� �"��
�� ������� ������� +2���,� ����	
�'����
|Ψ〉 ∈ Dn

k #�����
��� �"��
��- ������" Sn
k � �����(.�� �� ���/ ������� ��	�



���� ����� �	
 ����� �������	� � �
��	 �� ���

������ ��	 
�� j′� ���� ��� 1(j′) = k − 1� ���� k = n� �� dim(Dn
k ) = 0 � ����� �


�������� ������� ���������� ����������� ������ k < n�  �!�� ��"������ j′ #����
����
����
�
��� ��"������ ���
����	 �" Sn

k � $�������� 
 ������� Sn
k ������	 Ck

n

���"
����� � Ck−1
n ���
������ ��	 ����"�������
� ������ � ���������� ����"����

��� 
�� ���
����	 
 Sn
k ��"�
������

%&#�	 ���������
�� π �" !����� Sn ������
����� �#��"�� �����
��� �� ���'�(
��
� B = {0, 1}n 
�� #������ ����� j ����� n� ��"������ ����!� �����
�	 �#�"��(
���� ����" πj� ) ���������� ��������
�� (a, b) ∈ Sn �����
��� ��� �������"�*�	 �
�
��#���
 � �������� a � b ������ ������� +�"�
�� ����& �������"�*�& ��,���
��(
���� ���� �
� "����!�
���� 
 ��� ��#��� ���&� ��"��� "������	�  �!�� ��,���
��(
���� #���� �� � ������ �� �������"�*��� ������� ���	&� ������� �� ������& ���
�����
�&��

����� �� ��	 �
�� ������ j ∈ B � �
���� π ∈ Sn ������ πj ����� ���

(as, bs)(as−1, bs−1)...(a1, b1)j� ��� ��� ������ a1, a2, ..., as, b1, b2, ..., bs ��������� � s �����
���������� ������	��
 �������� ����� j � πj�

��������������� $���� s ����������� �" ���� ������ ��� ��	 ��������!� ��#�(
�� ��������
�� (aq, bq), q = 1, 2, ..., s ������ πj ����� 
�� (as, bs)(as−1, bs−1)...(a1, b1)j�
-���'��� ��� 
�� ������
a1, a2, ..., as, b1, b2, ..., bs ��"������ -����
�������� ����� ��� �� ���� � �����(�� ��#��
"����!�
����	 �
�'��� $�������� 
��!�� (a, b) = (b, a) � ��������
�� 
��� (a, b) �
(c, d) ��	 ��"����� a, b, c, d ���������&�� �� ��'��� ���		 ������� ��������
��

��� (aq, bq) ��#����	� ���#� �	��� ���"����� �
� ��������
�� (aq, bq), (aq−1, bq−1)�
����� ��� bq−1 = aq�  �� ��� s ����������� ����� ������
 ��#���
 aq, bq, aq−1, bq−1

��
�� . ��"������ ��'�� �������� ��� ������ ��#���
 aq−1, aq, bq ��"������

/������	 ��� ��#���
 
 #������� ������
j′ = (aq−2, bq−2)(aq−3, bq−3)...(a1, b1)j �#�"����� ����" a, b, c� ) ���� ������������� s
a �= b � ��'�� �������� ��� a = 0, b = 1� ���� c = 0� ��������
�� (aq, bq) #���� ��0����
���� c = 1� (aq, bq), (aq−1, bq−1)j

′ = (aq−1, bq)j
′ � ��	�� ����0��� ����
�� ��������(

������  ���� �#��"��� 
�� ��#���� �����
�&,�� 
 ���������
���� ��������
���
���&� ��"������ ������� � "������	 � 
 ��'��� ��������
�� ���'� ��"������ 1�(
�&�� 
������� ��
����
� s ��
������� ������	��& 2�����!� ��'�� j � πj� %����
3 ����"����

1�������� �� ���'���
� Bn
k−1 ������
����& �������� ����'�
 ������	��� d(j, j

′)
��'�� #�"������ �����	��	�� j, j′ ∈ Bn

k−1 ��
��� ����
��� ������	��	 2�����!�
��'�� ����� ���� 
 ���� %���� 3� ��
�� ������������ ����� �������"�*�� �����(
�����
�� ���� ��#���
� 
 ������� �� j � j′��

$������
���������� �����	��� j0, j1, ..., jr� ����& ��� �&#�� ������ ji −→ ji+1�
i = 0, 1, ..., r − 1 
 ��� 	
�	���	 ��,���
����� �������"�*���� ��"�
�� ���
�������
���� �&#�� ��#�� "����!�
����	 
 ��� �� #���� ��� ����'���

/�4�������� ����"
����� j0 ∈ Bn
k−1�

���� ������	�

�� ������
�� � ����� ���	� ���
��������� ����
�� �����
��������� ��� ���

���	��
�� ����� �	���
���� Bn
k−1 ������ ���
��
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����� �� ��	
� j0, j1, j2, . . . , jr � �	������
�����	
� 	�	
����� �� Bn
k−1� �	��

��� ������ q = 0, 1, . . . r − 1

d(jq, j0) = d(jq+1, j0)− 1, d(jq+1, jq) = 1, �����
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 ��������� �	������
�����	
� 
���	������ ���� j0 −→ j1 −→
. . . jr� 
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� �	�� 	���	
���
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���	������� 
� ��� ������ q = 0, 1, . . . , r − 1
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d(jq+1, jq) = 1 ��!�)�� jr−1 −→ jr * ��#� ���� �!�
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���( �� � � �!����
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� ��
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 ����� �������	� � �
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���� ���	 j′ 
 ������������ ����� �� ���������� �� j0 ���������� � ������� ��� �
������� ��� ��������� !�� ����� ��� ����� ���" ���� �� �  �� ����� 
 ���� #	
���� � ������ ���$ ����%�� � �"&�� ��&� � q �� rem(j′) ��'�� � ������� j0 →
... → j′ �� ��� � ��� ������ � ��&� �� q� ������� ���� � j′ ������ �������������
�$ ����� [j′] ����� #�

(������� ��� �$��$ j′ ∈ Bn
k−1� ��'�)�� � $���� p� ������� ���������������

����� p� ���� ������������� ����� �&)��� ����� ������� ��&� ��� �� ���� �����
����%� � j0� � ���" 
 � j′�  � �� � ��*��� ���� �$��" ��'� + ��� ���*������
,� &��� �&������ � ���'�� �� + �� ������� ��&� �� ����� rem(j′)� ������ ��� �

$��$ j ∈ Bn

k ������� ����������� ���� ������������� j′ ∈ Bn
k−1� ����$ �� �����

����'� j	 j ∈ [j′]� ���� ��� �$��$ j ∈ Bn
k �&������� �$ ����� r(j)�

����� �� ��	
� ����������� j′ ∈ Bn
k−1 ����
 ���� p� ���� ��� p ����� ��

	���� ����
 ���� p− 1� 	
������ n− k + 1− p ����
 ���� p�

�����
���	
�� -��� �� �������� � � 0 ≤ p ≤ min{k − 1, n − k + 1}� .� ����

�����$ ����� +����� �� Bn

k ����� � � � ����� ����� [j′]� ���")�� ���� p− 1� �� �
�  ����� � &������� ��� �$��$ j� ���������� �� j′ ������� ���$ ����%�� � �����

 � ��&� � �� rem(j′)� /��� ��� �� ������ ����� ����� [j′] &�� ��� � ���� p 0���
������� ���1� 2���� # ��������

-��� ��� � �� ��������� ��� k = n ��)�� ��� ���� �����$ ����$ � ���������

����� �������� ������ � + � ����$ ��� �� ����� �� ����� ������ � �� ����� ���
��&� � �������� ���� + ��� �����  ��'� &�� ��������

3������� �������$ ����� � λ0
j �$ ���� j ∈ Bn

k � ��������� � � ����� j
����")�� �&������ 4�� � p = r(j)� 4���'��

λ0
j = (−1)p

p!
p∏

s=0

(n− k + 1− s)

. 0��51

6����� ��� � + ��� ���������$ ����� �� 2���� #� �� ���$ �&��������� � 

�� � ��� ����� � ������� ���� !��� �� ������ � ���� p ≤ n − k + 1 ���� �����$



��� ���������� 	
 ����������

���� ��	
 ������� ����������� ��������� � ��������� ����������� ���������� �
���� ������ ��� ��� ������� ����������� �!��" ����" ��� #�� ���#���� �������
�����!��� ���� ��� ��� �������� �� ������ ���� ����������$��% �����%�
&� '��% ���� ��� ���(����)��" ���� � ���*������� + ,��� ������� �� ������- 
� ����$����)��" � �������% ���#���

���%�$����) ��������� ����� ����" � ���#���� s = p = n − k + 1� .����� #����
����� ��������" j ∈ Bn

k  ��� ������ p = n− k + 1 � ���� /�%%� 	 ���� ���!�

0���� �������� ,	���- �� ����� ��������)�� ��� j′ = j0 ��� ��� ��%%� ���#���"
�%������ ��� #����� ��%)� �������� ���� �� /�%%� 	 ��������
(n − k + 1)/(n − k + 1) = 1� 1�� #����� ��%)� ���������� ���� p �������� ,	���-
����� ���������� 1�"�������)�� � ���� /�%%� 	 � ����" ��%)� ����� ���� p #�����
���� p − 1 � ���� n − k + 1 − p � ���� p� &��������� ���#���� �%������� λ0

j ��
2�%��� ,��3- ��� p � p− 1 ��������% �������� ,	���- � ��%%� ������%�� ����

(−1)p−1 (p− 1)!p
p−1∏
s=0

(n− k + 1− s)

+ (−1)p
p!(n− k + 1− p)
p∏

s=0

(n− k + 1− s)

= 0.

���������� �������� ,	���- ��� �!��" ��%)� ���������� ���� � ��� ���*����
��� ��%)� �������� ���� �� �������� ���#����� ���%����� ���������� #��
�������� ,	���- ��� j′ = j0 �� ������� �� ����� �������" '���� ����� � ����
�������)����� ����� j0 ∈ Bn

k−1 ��� �������� �����%� Sn
k ��������%� #�� � ���

�������)�

&���� � 0���%� ��������

4�%���% #�� �� '���� ������ ������� #�� ������ ������%�� � 56� �����$����
��������� �������� ���������%� 1�"�������)�� ���� ��������� ��%��� �� 2k ≤ n 
����%� #�� ���#� ��%�����) ��%���� ������������� �������� � ����" ������ 
���� ��������� � ����#��� �� �� ��%��� ����" �����(�%� � ������� ��� ������
��%��% � %� �%��% 2k ≥ n ������ n = 2k�

1���$�% ����) ����� 	� /!��" (n, k)� ������� %�$�� � ��#����)! �� ����
�������� ������� ���������) � �����!7�% ����%�������% ���� ��� ���7���
��%��$����� �%�!7�� ��� |0〉 ,#���� ����� ��%��$�����" ���� n− 2k-


|S〉 = |(1 ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗ 0− 0 ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗ 1)(∗1 . . . ∗ ∗ . . . 0 ∗ − ∗ 0 . . . ∗ ∗ . . . 1∗)
. . . (∗ . . . ∗ 10 ∗ . . . ∗ − ∗ . . . ∗ 01 ∗ . . . ∗)〉.

,���+-
�����" ���%���#�� �����$�� �� ������ ��	�

/���"��! �����#�� %��$����� A ������#��% #��� L(A) ��������)��� ��������
��� � ������������� L ������#��% #��� L⊥ %�7����) �������)���� %��$�����
A ������#��% #��� |A|�



���� ����� �	
 ����� �������	� � �
��	 �� ���

����� p, q	 
��� ������ �������� p �= q� ���������� ����������� 
����������
l(p, q)� 
�������� �������� � ������� p � q� � ������ ��� �������� � ���
���	
�� �������� �  ��� 
���������� �����!"�� ���#�$���%

sp,q = |0〉p|1〉q − |1〉p|0〉q, t0p,q = |0〉p|1〉q + |1〉p|0〉q, t1p,q = |0〉p|0〉q, t−1
p,q = |1〉p|1〉q. &'���(

������ 
����������� ������� ��� ������ 	 ���
����� ��������� )�� ��������
����#�!� ����������� ��#�� � l(p, q)�

���������� 
���#������ �������� |Ψ〉 ∈ L(Bn
k ) � 
���� (p, q)|Ψ〉	 ���#�$���

��������� 
���$��� �# |Ψ〉 
����������� ������� p � q� *����� 
��+����� ���	
��������#�+�� �������� |Ψ〉 	 ���������

Anp,q|Ψ〉 = |Ψ〉 − (p, q)|Ψ〉.

,������� $�� ���� |Ψ〉 ���� ������ �� Anp,q|Ψ〉 ����� ����� ����� 
�� �!���
p, q�

-���# r(p, q) ���#�$�� �������� ��#���� �������� |r〉 �������� ���� �������
����� ����% p � q� ,��#�$�� $���# Lp,q 
��
���������� Hn

k � ������"�� �# ��������
���� sp,q ⊗ |R〉� ��� |R〉 ∈ L(r(p, q))� .������� $��  �� 
���������� � ��"�� ���$��
� ����!��� ������������ ��� ��#��$�� 
�� p, q��

����� ��

��	 p �= q Im(Anp,q) = Lp,q
 Ker(Anp,q) = L⊥
p,q � ��	 |Ψ〉 ∈ Lp,q ���� ����

�������� Anp,q|Ψ〉 = 2|Ψ〉�

������������� �� �
�������!� �����������#�+�� 
� p, q ������ ���� �����	
���� 
��������"�� Lp,q� /� �����% L⊥

p,q ������� �# �������� ����

t0p,q|ψ0〉+ t1p,q|ψ1〉+ t−1
p,q|ψ−1〉,

��� |ψs〉 ∈ L(r(p, q)) 
�� s ∈ {0, 1,−1}� �������� �����������#�+�� � �����
��������� ���� ���� 0����������#�+��� 
������� � ��������� �# Lp,q� ����
�� �������� 1��� �� |Φ〉 ∈ Ker(Anp,q)� ��� 
��������� 
� ����#����� �����������
���
���� �������� #�������� �����������#�+���� � 
����� 	 ������������ ��
����� |Φ〉 ∈ L⊥

p,q� 2���� 3 ����#���

*����� 
������� Pp,q � 
��
���������� Lp,q ���������� ����#��%

Pp,q =
1

2

∑
k∈r(p,q)

|sp,q ⊗ k〉〈sp,q ⊗ k|. &'��4(

5���� 2���� 3 ����� ���� �  ���������� 6���� ���
���� #�
���� � ����
������ 7��������%

��������� �	�
������� 
�������� ��� ����	��� �	�����
���� 
��� �������� �� Dn
n/2� ����

���� �����	���� �	�����
����� ���������� ����
� ����� ��������� �������� 
����� 2−r�



��� ���������� 	
 ����������

���������	 Anp,q = 2Pp,q


������	
� |D〉 ∈ Dn
k , k > 0 � 	������ �
	�����	�� ���
 �	� ������	���	�

���� (n, k)� �
	������� ��� �������������� ��	��� � ������ ��������	� ���������
��� �
	�����	�� ������	
� � ���	�  �� 	������ ��� !���� 	�� ����� ����� ���
�����	
����	" #������ ����$%
"�� ����������	���� Dn

k ���	" ������	
&�

���� �


��� k > 0

Dn
k ⊂ L(

⋃
p =q

Lp,q)


������������


' ��		�& (���� 	�� "��
�� ��������
�� �$ �� ���	�� ������	
� � �
�� ����
������	
&� � ��)��� 
� �����" 	������& ���"��� 
�	& �
	���� ��
���������
��� ��	���	& �	�)
����� ����	���� ����� � ���� ��� �
	���� 	� ����$��� �������
	���	�
� 
 ��� ���
" ������	
� �����  �� 	� ���	����$ ����
�
��
 #
�
����
�
*�!���� 	�� 	��� ��� �������������� ��		�& (���  ���� ������	� �����������
��������

 ������	" ���" ���+
& ����
��� �� 
" ���	��� �����%�	
� ��
 �
��
�����	�� 
������	

 #���	��

��&���
� ����� Sn 	� �� 
��" � �
�� 
" �������	���� ��������		� � �����
������)����� �� ���������� 	� ���� �������	���� ���	���" ������	
& H� � 
��	�
	�, 	�  ��
�	" ������	
�" ������ �������	���� η ∈ Sn ��&������ 	�����������	�
	� 	� ����	�$ �����	�	��� �������� ������$  �� 
���	�	
&� � η

∑
jp,j

λjp,j|jp〉|j〉 =∑
jp,j

λja,j|ja〉η|j〉�

������ � ��)�� �������� (���� -�

' ���� �
��� k ∈ {1, 2, ..., N − 1} 
 ����� |D〉 ∈ Dn
k � .�������
� ����������	�

���� H̃n
k,0� ��������		�� �/�� ������	
� |0〉p|D〉 ∈ H̃n

k,0  ���� ����	� ��	��
����	�
���
����	
�	� H = HRWA

TC −k�ωI� ��� ��� Dn
k ⊂ Hn

k � ��� ������	
� 
� Bn
k ������$���

��	� 
� ������� �������	����& ����	" �� 
���� 
 !�
 �������	���
 ������
��$�
� H 0��� *�
��� � *�����)�	
$ �/�1�

����� H ��������� � ���������� a+σ̄+ aσ̄+ 	� ����������	���� H = |0〉p⊗Hn
k � ��

���� ���	� ������	
� 
� Dn
k ���� ����	� ����
 ������	
& 
� ���� H� ����	
��	�

	��� 	� H� *�������� ��� ���� ��
	����� ���
����&����$� �� ������� � ��)��
��
����� ��� ��� 	�	����� !����	� H ��
	����� � 
���	
� ���/�� �����	
 �
��� �	
 ���	 ��
	
+��

*�
��	
� ������� � ���	����	

 ����
��� 0��� 2���� 3� 3��1 � ���
����	
�	�
H 
 	�����	��� ������	
$ |Ψ〉 = |0〉p|D〉 ∈ Ker(σ̄)|H� ��� ���
�����	��� ε > 0 �
�����
� ��
 �
)�	
� ������	
� cH|Ψ〉 � ���	����$ ������� ε � ����%�$ θ� ���
��
��� ���� ���	����	
� θ ������� ε ������� ε2� ��%�������	
� �������� �����)�����
�� � ������� � ���	����	

 ����
���� 4 
����, cH|Ψ〉 = 0� ����� � ����"���
|0〉p|j〉 → |1〉p|i〉 � �������� #���		�$ ������



���� ����� �	
 ����� �������	� � �
��	 �� ���

������	
� 
� ������  �	���	��

 ����
���� �������� �� �� ���� ����
��
�� ����
���� λj = 〈j|Ψ〉 
����� �����
� 	 ����� ��������� ±(i)ε ����
�� ������ 	�����
� ���� �������� 	 �������
� ����
���� ���� ���
��
�� �����
� |j〉 	 �����
� |Ψ〉 ����� ��	����		��� �	� �� �������� 	
��
±(i)ε 	 �������

 ����
���� ������ ���
��� �����
� |i〉 	 �������
����
 �� �����
� |θΨ〉� !� ��	����	
� ����� 	��
�� ���������� ��
��� ������
	
�� |j〉 → |i〉 ����� 
�������
�� "���� � ���� ������ ����� �����
� |i〉 �����
��������� 
� ����# ����
 |j〉 �����# ��# ��
�
$� �����%
&�'��
�
� ������� 	�����
� ε 	 ����
���� �������
� �������
��� ��

� �����
� 	 	��
�� ���� �� 
��� ����( ±(i)ε� ��	����	�� 
� ���� ���
�
���� �����
�% ���� ��	����	�� 
� ��������� 
����� �����
� �����
�������	���� ��# �
������� ��� ��� ���� 
������ ���
���� �����
# |j〉 ��
�
������
� ��# ������ 	 �
�� �	#��	� � �	���	��
� ����
��� �
 ����
���� 


� ���
���� ���
	�����% )������ ����
$� ����� |θΨ〉 
 cH|Ψ〉 = 0 *c� ��
����� ��	
�
� � ε+ �����
��� � ���� ��
 ε → 0 	 �
�� *,%�-+� ��� ���� �� 
���
�	���	 ���� ���� ������� ���� ���� ��
��# � ��
�
$� ��
 �����.��

 ε%

����� ���
� ��� �����
# ����� ��
��������� ������	� 	
�� Lp,q� ��� ���
���� ���� ��
� ������� ���
�
� ��� �
������ 	 �������

 ���
���� ����
��
#% )������ ���
���� �����
# � "
��
�	���� �
��� ��������� ε → 0� ��
����
� �����	��������� �
��#��� ���
��$
# �����
# 
� Lp,q� ���� ���� �
�����# ���# ���
��$

� ����� 
 ����� 
����� �������	���
�� |D〉% /����
- �������%

)���� |D0〉 � �
�������� �����
�% 0 �
�� /���� - 
����

|D0〉 =
∑
p =q

sp,q ⊗ |Dp,q〉, *1%�,+

��� |Dp,q〉� �����
�� ������ 
� n− 2 ���
��%

2���� �������� !�# ����� ��
������
� �����������	� Lp,q% )�
 !��
�������� 	 ��� �� �� �� ���� ��	�������� �� |Dp,q〉� ������ �����
�� �
���� 
�������
� "��� �����
 	 ���� 
� !�
� �����
# ���� ������
�	����
�� 
�������
�� "��� ����� �����
� ���� ��
������
� 
��� |Dp′,q′〉� ���
p′ �= p 
�
 q′ �= q%

3� �������� !�� �������� � �� �� ����$

 ���
�
�����
��$

% )��
�
� |D′

p,q〉 = Anp,q|D0〉% ���� |D′
p,q〉 ��
 ����� p �= q ����� �
���������� ��� ���

������ 
 ����������� �
������� ���������� ��
 ��������	�� ���	 
 	��
�
���

%

)������ �� ����
 	��	������ �����
# |D′
p,q〉 ���� ������	�% 4�#��	
�����

�� ����� 	�� ���
� �����
� � ����	��% ����� 	 �
�� /���� ,� ��� ���# ����
p �= q |D0〉 ∈ L⊥

p,q� 
� ����	������� �����
� |D0〉 ��
������
� ���������� ��
�����
� �
��#�# ����
 	��� Lp,q% 5 	 !�� ������ � ����	�� ��� ��� ���
��
������
� !�# �
��#�# ����� 	 �
�� *1%�,+%

6���� ����
 |D′
p,q〉 ���� ������	�7 ����� � ��	����	��� ���� p = 1, q = 2( |D′

1,2〉%
8� �����
� � �
��������� 
 � ��
������
� L1,2� � ���� 
���� 	
� s1,2 ⊗ |D1〉%
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����� |D1〉 	 
��� ���������� �
����� �
 n − 2 ����
��� ���
��
������ |D1〉 	

������ 
�� ��� �������� �
��������� ������ �����
� s1,2 �
 
������ �
������
 �� �! ��� �� �!�� ��������!�� 
� ��� ����� �! ��������" �����#�" �� �����	
��" �������� (n − 2, k) �����
��� ��������!$ ��� �������� ����!$ ���$ ����
��
�% �������� ���
���
��� &� 
���� ��������� ��� �� ���� �����
 	 |D′

1,2〉 
���
����� �! ��������" �����#�" ��� �� �������" �������� (n, k) �����
��� �
� ���	

�������
 ���������
� |D′

1,2〉�
'
��� |D1〉 	 ���������� �
����� �% n− 2 ����
���

( ���� �! �������� 
� �� ���������� �
� � � |D0〉� ������� ����������
|D2〉 �
 n − 4 ����
��� � 
��� ) ���#� ���#��� �! ������� ��������!� �����
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Uk,j =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 eiπ/2
k−j

⎞
⎟⎟⎠ , k > j. *����+
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b′j = bl−1−j, j = 0, 1, . . . , l − 1 ' -�� ������!���� �� ����&  ��!� � �"$��� ������
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