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Ýòîò êóðñ ëåêöèé óæå íåñêîëüêî ëåò ÷èòàåòñÿ â Ìîñêîâñêîì Ãîñóäàðñòâåííîì
Óíèâåðñèòåòå èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà; åãî ìîäèôèöèðîâàííàÿ âåðñèÿ 2021 ãîäà ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ òàêæå ê ÷òåíèþ òàêæå â Æåäæåíüñêîì óíèâåðñèòåòå (Õàíü÷æîó). Êóðñ
ïîñâÿùåí íîâîìó òèïó âû÷èñëåíèé, îñíîâàííûõ íà êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Êâàíòîâûå
âû÷èñëåíèÿ ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ òåì, ÷òî îíè ïðîèñõîäÿò â
ïðîñòðàíñòâå òàê íàçûâàåìûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, à íå â îáû÷íûõ áèíàðíûõ ñòðî-
êàõ. Ôèçè÷åñêàÿ ðåàëèàöèÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé - óñòðîéñòâî, íàçûâàåìîå êâàí-
òîâûì êîìïüþòåðîì, ÷àñòè÷íî óæå ñîçäàíî, è åãî òåõíîëîãèÿ ïðîäîëæàåò èíòåíñèâ-
íî ðàçâèâàòüñÿ. Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåàëüíûì ïðîöåññîì, â êîòîðîì
ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå íåðàçðûâíî ñâÿçàíî ñ êâàíòîâîé ôèçèêîé. Â ÷àñòíîñòè,
êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ñëîæíûõ ñèñòåì, îáðàçöîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûé êîì-
ïüþòåð, â íàñòîÿùåå âðåìÿ òîëüêî ñîçäàåòñÿ, ïîýòîìó êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì íàïðàâëåíèåì â áîëüøåé ìåðå, ÷åì ïðèêëàäíûì. Ïîýòîìó â
êóðñå - â öåëîì ìàòåìàòè÷åñêîì, áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé ðåàëèçà-
öèè ýòîãî íîâîãî òèïà âû÷èñëåíèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíûå ôîðìû êâàíòîâûõ âû-
÷èñëåíèèé: ãåéòîâàÿ ìîäåëü Ôåéíìàíà, ôåðìèîííûå è àäèàáàòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ.
Îïèñûâàåòñÿ êëàññ çàäà÷, â êîòîðûõ êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ íå ïðîñòî ýôôåêòèâíåå
êëàññè÷åñêèõ, íî è íå ìîãóò áûòü èìè çàìåíåíû. Ýòî âàæíåéøèå çàäà÷è îïèñàíèÿ
ñëîæíûõ ïðîöåññîâ íà ïðåäñêàçàòåëüíîì óðîâíå. Â ÷àñòíîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôå-
íîìåíà êâàíòîâîé íåëîêàëüíîñòè, îòêðûòîãî â êîíöå 20 âåêà. Äàþòñÿ òàêæå îöåíêè
ïðåäåëüíîé âîçìîæíîñòè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé - íèæíèå îöåíêè êâàíòîâîé ñëîæ-
íîñòè. Êóðñ ðàññ÷èòàí íà ñòóäåíòîâ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ è åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ
ñïåöèàëüíîñòåé. à òàêæå âñåõ èíòåðåñóþùèõñÿ äàííûì ïðåäìåòîì. Òðåáóåòñÿ çíà-
êîìñòâî ñ îñíîâàìè ëèíåéíîé àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â îáúåìå ïåðâûõ
äâóõ êóðñîâ óíèâåðñèòåòà.
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Ââåäåíèå

Åñòåñòâîçíàíèå èçó÷àåò çàêîíîìåðíîñòè, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ ñöåíàðèè ðåàëü-
íîãî ìèðà. Òàì, ãäå íåò çàêîíîìåðíîñòåé, öàðèò õàîñ. Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ðîäè-
ëàñü èç õàîñà ñðåäíåâåêîâîãî îïèñàíèÿ ìèðà, íî íàòîëêíóëàñü íà õàîñ ìèêðîìèðà â
íà÷àëå 20 âåêà, èç ÷åãî âîçíèêëà êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, äàâøàÿ íàì ìèêðîýëåêòðîíèêó
è IT òåõíîëîãèè. Äàëüíåéøèé ïðîãðåññ ñâÿçàí ñî ñëîæíûìè ñöåíàðèÿìè, ïðåæäå âñå-
ãî - áèîëîãè÷åñêèìè. Â èõ îïèñàíèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãîñïîäñòâóþò ïðåäñòàâëåíèÿ
êëàññè÷åñêîé ôèçèêè, è òàêæå ïîêà öàðèò õàîñ. Ãåîìåòðè÷åñêèé ðîñò áèîëîãè÷åñêèõ
áàç äàííûõ òèïà Protein Data Bank è òðåáîâàíèå âñå áîëåå ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ äëÿ
âñåãî ëèøü âíåøíåé, íåãëóáîêîé îáðàáîòêè íàêàïëèâàåìîé èíôîðìàöèè, íå ñîïðî-
âîæäàåòñÿ âèäèìûì ïðîãðåññîì íè â ìåäèöèíå, íè â ôóíäàìåíòàëüíîé áèîëîãèè, ñ
ìîìåíòà îòêðûòèÿ äâîéíîé ñïèðàëè ÄÍÊ â 1953 ãîäó. Íàâåäåíèå ïîðÿäêà â õàîòè÷å-
ñêîé îáëàñòè, êîòîðóþ ïðåäñòàâëÿåò ñîâðåìåííàÿ áèîëîãèÿ, òðåáóåò ââåäåíèå òî÷íîé
òåîðèè ìèêðîìèðà, òî åñòü êâàíòîâûõ ìåòîäîâ. Ýòîé öåëè è ñëóæèò êâàíòîâûé êîì-
ïüþòåð.

Ïóòü ê ïîñòðîåíèþ ïîëíîé òåîðèè ìèêðîìèðà, âêëþ÷àþùåé ñëîæíûå ñèñòåìû è
ïðîöåññû, î÷åíü òðóäåí è ìû ïîêà íàõîäèìñÿ, ïî ñóùåñòâó, â åãî íà÷àëå (ñì. ðèñóíîê
1).

Îäíàêî âñå øàãè, ïðåäïðèíÿòûå ñ 1982 ãîäà, êîãäà âïåðâûå áûëà îáíàðîäîâàíà
èäåÿ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà (ñì. [1], [2]), áûëè øàãàìè â âåðíîì íàïðàâëåíèè. Â
äàííîì êóðñå ìû ïðîñëåäèì ýòè øàãè ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå êâàíòîâîãî êîìïüþòå-
ðà. Äëÿ ïîíèìàíèÿ ìåñòà ýòîãî ïðåäìåòà ìû äîëæíû äàòü ïðåäñòàâëåíèå î ñàìîì
êâàíòîâîì êîìïüþòåðå è î íåîáõîäèìîñòè åãî ñîçäàíèÿ.

Ôèçèêà êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà åñòü, ïî-ñóùåñòâó, êâàíòîâàÿ ôèçèêà ñëîæíûõ
ñèñòåì, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò êâàíòîâîé òåîðèè ïðîñòûõ ñèñòåì, òàê íàçûâàåìîé
êîïåíãàãåíñêîé òåîðèè. Îòëè÷èå - â íîâûõ, áîëåå æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ìàòåìà-
òè÷åñêèé àïïàðàò áåñêîíå÷íî ìàëûõ, à òàêæå è òåì, ÷òî äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì âû÷èñ-
ëåíèÿ èãðàþò ñîâåðøåííî îñîáóþ ðîëü, êîòîðîé íå áûëî â ñòàðîé, êîïåíãàãåíñêîé
òåîðèè. Íàçâàíèå ýòîãî ïðîåêòà âîçíèêëî â äàëåêèõ âðåìåíàõ êîíöà 20 âåêà, êîãäà
ìû ïðåäñòàâëÿëè åãî êîíå÷íûé ïðîäóêò êàê íåêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ìàøèíó, ñòîÿ-
ùóþ íà ðàáî÷åì ñòîëå, èëè â ëàáîðàòîðèè, è ñïîñîáíóþ âû÷èñëÿòü êàêèå-òî âåùè
áûñòðåå, ÷åì êëàññè÷åñêèå ñóïåðêîìïüþòåðû.

Ïîñëåäíèå 30 ëåò ïîêàçàëè íàèâíîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè
ìû õîòèì íå âû÷èñëÿòü ÷òî-òî àáñòðàêòíîå, ìû õîòèì óïðàâëÿòü ñëîæíûìè åñòå-
ñòâåííûìè ïðîöåññàìè, ÷òî íóæíî äëÿ íàøåãî âûæèâàíèÿ. È ýòî óïðàâëåíèå äîëæ-
íî âåñòèñü íà êâàíòîâîì óðîâíå, ïîòîìó ÷òî õîä ñëîæíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ â
ìèêðîìèðå, ãäå ãîñïîäñòâóþò çàêîíû êâàíòîâîé ôèçèêè.

Ñàìè âû÷èñëåíèÿ íóæíû ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû óïðàâëÿòü. Äëÿ ýòîãî íàäî õî-
ðîøî çíàòü, ê ÷åìó ïðèâåäåò òîò èëè èíîé õîä â óïðàâëåíèè, òî åñòü íàäî óìåòü
ïðåäñêàçûâàòü ïîâåäåíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (íàíîóñòðîéñòâî, æèâàÿ êëåòêà èëè
îðãàíèçì), ïðè÷åì äåëàòü ýòî â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè, òî åñòü áûñòðåå, ÷åì
óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñàìà îòêëèêíåòñÿ íà íàøå óïðàâëåíèå. Âîò ýòó ðîëü è äîëæåí
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Ðèñ. 1: Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è ñëîæíûå ïðîöåññû
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Ðèñ. 2: Àíäðåé Àíäðååâè÷ Ìàðêîâ - ìëàäøèé, îñíîâàòåëü êîíñòðóêòèâíîé ìàòåìà-
òèêè

ñûãðàòü êâàíòîâûé êîìïüþòåð, êàê áû îí íè âûãëÿäåë.

Ïåðâûé øàã íà ïóòè ñîçäàíèÿ ýòîãî óñòðîéñòâà óæå ñäåëàëè íàøè ïðåäøåñòâåí-
íèêè - îñíîâàòåëè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ýòîò ãðàíäèîçíûé øàã â ïîçíàíèè ìèðà
ïðèâåë ê ïîÿâëåíèþ êîìïüþòåðîâ êàê òàêîâûõ. Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî îòñ÷èòûâàòü èñ-
òîðèþ âû÷èñëåíèé îò ìåõàíè÷åñêèõ àðèôìîìåòðîâ âðåìåí Áóëÿ; èñòîðè÷åñêè ýòî
èìååò îñíîâàíèÿ, íî âñå æå êîìïüþòåð - ýòî ìèêðîýëåêòðîííîå óñòðîéñòâî - íàáîð
ìèêðîñõåì íà êðåìíèåâî-ãåðìàíèåâûõ ãåòåðîñòðóêòóðàõ. È ïðèíöèï ðàáîòû òàêèõ
óñòðîéñòâ îñíîâàí íà êâàíòîâîì ïðåäñòàâëåíèè î ñîñòîÿíèè ýëåêòðîíîâ â òâåðäîì
òåëå, òî åñòü íà êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

Âñÿ ñîâðåìåííàÿ ìèêðîýëåêòðîíèêà - äîñòèæåíèå êâàíòîâîé òåîðèè. Ïðè÷åì çäåñü
îíà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ îãðîìíûìè àíñàìáëÿìè èäåíòè÷íûõ ÷àñòèö - áîçî-
íîâ, êàê ôîòîíû, èëè ôåðìèîíîâ, êàê ýëåêòðîíû. Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
ðàáîòàþò äëÿ òàêèõ àíñàìáëåé î÷åíü õîðîøî, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé óñïåõà íà
ýòîì ýòàïå, îõâàòûâàþùåì ïî÷òè âåñü 20 âåê. Ìû óìååì õîðîøî óïðàâëÿòü òàêèìè
ìèêðîýëåêòðîííûìè ñèñòåìàìè.

Ñåãîäíÿ íóæíî íàó÷èòüñÿ óïðàâëÿòü áîëåå ñëîæíûìè ñèñòåìàìè áèîëîãè÷åñêîé
ïðèðîäû. Çäåñü ðå÷ü èäåò îá îòäåëüíûõ àòîìàõ, îáëàäàþùèõ èíäèâèäóàëüíîñòüþ.
Îòäåëüíûå çâåíüÿ ÄÍÊ óæå íåëüçÿ îáúåäèíèòü â àíñàìáëè òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö,
êàê àòîìû ãåëèÿ-4 â æèäêîì ñîñòîÿíèè, èëè êàê ýëåêòðîíû â ïîëóïðîâîäÿùåì ñëîå
ãåòåðîñòðóêòóðû. Âîò ýòîò ýòàï è îáîçíà÷àåòñÿ òåðìèíîì �êâàíòîâûé êîìïüþòåð�, è
åãî íàì òîëüêî ïðåäñòîèò ïðîéòè. Ðå÷ü çäåñü èäåò îá óïðàâëåíèè æèâûì, ÷òî ðàäè-
êàëüíî îòëè÷àåò çàäà÷è íàñòîÿùåãî âðåìåíè îò ïðîøëûõ ýïîõ. Ðîëü àíàëèòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ ïðîøëîãî ñåãîäíÿ ïåðåõîäèò ê êîìïüþòåðàì, è èäåîëîãèÿ Computer Science
ñòàíîâèòñÿ ãëàâíîé â ôèçèêå ñëîæíûõ ïðîöåññîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàíòîâûå âû÷èñ-
ëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìîé óïðàâëåíèÿ ýòèìè ïðîöåññàìè.

Êâàíòîâûé êîìïüþòåð åñòü ìåòîä ïðîíèêíîâåíèÿ â ãëóáèíû ìèêðîìèðà, â òó îá-
ëàñòü, ãäå è ñàìà êâàíòîâàÿ òåîðèÿ äîëæíà áûòü ïðåîáðàçîâàíà è ïðèñïîñîáëåíà ê
îãðîìíîé ñëîæíîñòè æèâîé ìàòåðèè. Ïðîåêò åãî ñîçäàíèÿ îáøèðíûé è ìíîãîîáðàç-
íûé, åãî íåâîçìîæíî îõâàòèòü â îäíîì ëåêöèîííîì êóðñå.
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Â äàííîì ëåêöèîííîì êóðñå ïðåäñòàâëåíà òîëüêî îäíà åãî ñòîðîíà - ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ, ïðè÷åì ñ ïðèñòðàñòíîé òî÷êè çðåíèÿ àâòîðà, êîòîðûé ñàì çàíèìàåòñÿ ýòîé
òåìîé. Ñëóøàòåëü ìîæåò íàéòè îïèñàíèå èíûõ ñòîðîí ýòîãî ïðîåêòà â ïîñòîÿííî
ðàñòóùåé ëèòåðàòóðå è îáðàùàÿñü ê àðõèâó http:arxiv.org, ðàçäåë quant-ph. Ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ñòîðîíà êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà î÷åíü âàæíà, òàê êàê çäåñü àíàëèòè÷åñêèé
àïïàðàò, ïðèâû÷íûé ôèçèêàì 20 âåêà, íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå àäåêâàòíûì ðåàëüíîñòè.
Ýòî áûëî ÿðêî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â 90-õ ãîäàõ íà ïðèìåðå òàê íàçûâàåìûõ áûñò-
ðûõ êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâíûå ïðèìåðû êîòîðûõ ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì.

Ðàçâèòèå ïðîåêòà êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ñïîñîáíî îêàçàòü ñåðüåçíîå âîçäåéñòâèå
íà õîä ðàçâèòèÿ åñòåñòâîçíàíèÿ óæå â áëèæàéøèå äåñÿòèëåòèÿ, ïîýòîìó ìíîãèå ðà-
áîòû ïî íåìó íå ïóáëèêóþòñÿ, à èõ ðåçóëüòàòû ñðàçó èñïîëüçóþòñÿ â ñôåðå èíôîð-
ìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Ýòî îòíîñèòñÿ ê êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè - ÷àñòè ïðîåêòà,
êîòîðàÿ îïåðèðóåò ñ îäíèì èëè äâóìÿ êóáèòàìè èëè ñ ïðåöèçèîííûìè êâàíòîâûìè
ïðèáîðàìè; îáà ýòè íàïðàâëåíèÿ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ïðàêòèêå. Çäåñü ìû êîñ-
íåìñÿ ýòèõ íàïðàâëåíèé òîëüêî î÷åíü êðàòêî. Íàøèì ïðåäìåòîì áóäóò êâàíòîâûå
âû÷èñëåíèÿ è èõ ñâÿçü ñ âàæíåéøèìè îáùåíàó÷íûìè çàäà÷àìè.

Â ïåðâûõ äâóõ ëåêöèÿ äàåòñÿ êðàòêîå ââåäåíèå â êâàíòîâóþ ìåõàíèêó, íåîáõîäè-
ìîå äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî. Ïî ýòîìó ïðåäìåòó åñòü âåëèêîëåïíûå ôèçè÷åñêèå
ìîíîãðàôèè, íà÷èíàÿ ñ êàíîíè÷åñêîé êíèãè Ëüâà Ëàíäàó è Åâãåíèÿ Ëèôøèöà [3]
è ìíîãèõ äðóãèõ ñòîëü æå ïðåâîñõîäíûõ êíèã. Îäíàêî êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ äèê-
òóþò íåñêîëüêî èíîé, áîëåå ôîðìàëüíûé è êðàòêèé ñòèëü èçëîæåíèÿ, îñíîâàííûé
íà ëèíåéíîé àëãåáðå. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò áûñòðî îñâîèòü ôîðìàëüíûé ÿçûê,
íà êîòîðîì áóäóò îïèñûâàòüñÿ êâàíòîâûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû. Ýòî ïîçâîëèò
ñôîðìóëèðîâàòü àáñòðàêòíóþ ìîäåëü êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ïî Ôåéíìàíó - ñ ïîëü-
çîâàòåëüñêèì èíòåðôåéñîì â âèäå êâàíòîâûõ ãåéòîâ, è ïåðåéòè ê êâàíòîâûì àëãî-
ðèòìàì.

Ìû îïèøåì ïîäðîáíî òðè òàêèõ àëãîðèòìà, ðåøàþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è:
àëãîðèòì Ãðîâåðà, áûñòðîå êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ñâÿçàííûé ñ íèì àëãî-
ðèòì ôàêòîðèçàöèè öåëûõ ÷èñåë Øîðà, à òàêæå àëãîðèòì Çàëêè - Âèçíåðà. Ïåðâûå
äâà èëëþñòðèðóþò ñâîéñòâî áûñòðîé êîíöåíòðàöèè àìïëèòóäû íà öåëåâîì ñîñòî-
ÿíèè, ÷òî ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü òàê íàçûâàåìîãî êâàíòîâîãî óñêîðåíèÿ êëàññè÷åñêèõ
âû÷èñëåíèé. Çäåñü æå ìû îáñóäèì âû÷èñëåíèÿ ñ âíåøíèì îáúåêòîì - îðàêóëîì, è
åãî êâàíòîâûé âèä. Áóäåò óäåëåíî òàêæå âíèìàíèå íèæíèì îöåíêàì êâàíòîâîé ñëîæ-
íîñòè - ïðåäåëüíûì âîçìîæíîñòÿì êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Òðåòèé àëãîðèòì ïðåäíà-
çíà÷åí äëÿ ïðåäñêàçàòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíîé ýâîëþöèè ñëîæíîé ñèñòåìû
íà êâàíòîâîì óðîâíå. Âûáîð èìåííî ýòèõ àëãîðèòìîâ ïðîäèêòîâàí òåì, ÷òî èìåííî
îíè ïîëíîñòüþ ðàñêðûâàþò ñóòü êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé è èõ âîçìîæíûå ïðèëîæå-
íèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ìû òàêæå êîñíåìñÿ êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé, ïðå-
èìóùåñòâî êîòîðûõ - â èñïîëüçîâàíèè êâàíòîâîé íåëîêàëüíîñòè. Áóäåò ðàçîáðàíà
ñõåìà ôåðìèîííûõ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé è óïðàâëåíèÿ èìè. Áóäåò òàêæå ðàçîáðà-
íà îñíîâà êâàíòîâîé ìåòðîëîãèè - îñîáîãî âèäà ñïåöèàëèçèðîâàííûõ êâàíòîâûõ âû-
÷èñëåíèé, êîòîðûé ïðåäíàçíà÷åí äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðåöèçèîííûõ ïðèáîðîâ. Ñîâñåì
áåãëî ìû êîñíåìñÿ êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè - íàïðèìåðå ïðîòîêîëà BB84.

Îäíà ëåêöèÿ áóäåò ïîñâÿùåíà àäèàáàòè÷åñêèì êâàíòîâûì âû÷èñëåíèÿì, ïðîÿñ-

10



Ðèñ. 3: Ëîâ Ãðîâåð, àâòîð êâàíòîâîãî ïåðåáîðà

íÿþùèì îñîáûé ñòàòóñ ñàìîãî ãëàâíîãî óðàâíåíèÿ êâàíòîâîé ôèçèêè - óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà.

Âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî è ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ôåéíìàíîâñêîé ìîäåëè êâàí-
òîâûõ âû÷èñëåíèé - êâàíòîâûõ ãåéòîâ. Ìû ðàçáåðåì êîíêðåòíóþ òåõíîëîãèþ ãåéòîâ
- íà îïòè÷åñêèõ ïîëîñòÿõ, êîòîðàÿ îñíîâàíà íà êîíå÷íîìåðíûõ ìîäåëÿõ ÊÝÄ - êâàí-
òîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè.

Íàêîíåö, ìû ðàññìîòðèì ðîëü êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé â îïðåäåëåíèè ïðåäåëîâ
ïðèìåíèìîñòè ñàìîé êâàíòîâîé òåîðèè, à òàêæå âîçìîæíóþ ñõåìó êâàíòîâîé îïå-
ðàöèîííîé ñèñòåìû. Êâàíòîâûå àëãîðèòìû è âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóþò ýòó îïåðàöè-
îííóþ ñèñòåìó êàê òåõíè÷åñêèé áàçèñ, íî åãî îãðàíè÷åíèÿ íåïîñðåäñòåííî âëèÿþò
íà ñàìè àëãîðèòìû. Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé ïëîùàäêîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðìû êâàíòîâûõ çàêîíîâ â îáëàñòè ñëîæíûõ
ïðîöåññîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ìû äàäèì âûâîäû è âîçìîæíûå ïóòè ðàçâèòèÿ êâàíòîâûõ âû÷èñ-
ëåíèé è èõ ïðèëîæåíèé.

1 Ëåêöèÿ 1. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è ìîäåëèðîâàíèå

Ïðèðîäû

Âñå èñòèííîå ïðîñòî è ÿñíî, à òàì ãäå òóìàí, òàì âñåãäà êàêàÿ-òî

ìóòü

Ëåâ Ëàíäàó

Ìîäåëèðîâàíèå åñòåñòâåííûõ ïðîöåññîâ åñòü îñíîâíàÿ çàäà÷à ôèçèêè. Åñëè äî
ïåðâîé ïîëîâèíû 20 âåêà ìîäåëèðîâàíèå ñâîäèëîñü, â îñíîâíîì, ê àëãåáðàè÷åñêèì
âû÷èñëåíèÿì, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî ñðàâíèâàëèñü ñ ýñïåðèìåíòîì, òî â êîíöå 20
âåêà âûäåëèëñÿ êîìïüþòåð êàê îñíîâíîé ïðèáîð òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, â êîòîðûé
ìîæíî çàãðóçèòü âñå àíàëèòè÷åñêèå âûêëàäêè è áîëåå òîãî - îí ìîæåò èäòè ãîðàçäî
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Ðèñ. 4: Ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíîãî ïðîöåññà íà êâàíòîâîì êîìïüþòåðå

äàëüøå ýòèõ âûêëàäîê, ïðåäñòàâëÿÿ íàì ðåàëüíîñòü â âèäå ðåçóëüòàòà ñâîåé ðàáîòû
- êàê âû÷èñëåíèå.

Óñëîâèìñÿ îá îñíîâíîé òåðìèíîëîãèè. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ íåêîå óñòðîéñòâî, íà-
çûâàåìîå êîìïüþòåðîì, êîòîðîå ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îïðåäåëåííîì íàáîðå ñîñòîÿ-
íèé, ìíîæåñòâî êîòîðûõ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç C. Àëãîðèòìîì ìû áóäåì íàçûâàòü
îòîáðàæåíèå F ýòîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ:

F : C → C.

Àëãîðèòì çàäàåòñÿ â âèäå íåêîåãî ïðàâèëà, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïî çàäàííîìó ñî-
ñòîÿíèþ êîìïüþòåðà ïîëó÷àòü äðóãîå åãî ñîñòîÿíèå. Ýòî ïðàâèëî ïðàêòè÷åñêè ÷àùå
âñåãî îôîðìëÿåòñÿ â âèäå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, èëè â âèäå ðåöåïòà, ôîðìóëè-
ðåìîãî íà îáû÷íîì ÷åëîâå÷åñêîì ÿçûêå �íàäî ñäåëàòü òî-òî è òî-òî�.

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè àëãîðèòìîâ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé êîìïüþòåðà C ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòî íàáîðîì âñåâîçìîæíûõ áóëåâñêèõ ñòðîê âèäà a0, a1, ..., an−1, ãäå n - ðàçìåð
ïàìÿòè êîìïüþòåðà, aj ∈ {0, 1}.

Âû÷èñëåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîìó àëãîðèòìó, íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F ê íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ C0:
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Ðèñ. 5: Ñõåìà êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà
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C0 −→ F(C0) −→ F(F(C0)) −→ . . . −→ F(. . .F︸ ︷︷ ︸
T

(C0) . . .) = F{T}(C0), (1)

ãäå ê êîíå÷íîìó ñîñòîÿíèþ ïðàâèëî F óæå íå ïðèìåíèìî. ×èñëî T (C0) íàçûâàåòñÿ
ñëîæíîñòüþ ðàáîòû àëãîðèòìà íàä äàííûì íà÷àëüíûì ñëîâîì C0; åñëè T = ∞, òî
ñëîæíîñòü áåñêîíå÷íà, òî åñòü àëãîðèòì íèêîãäà íå çàâåðøàåò ðàáîòó. Òàê îïðåäåëåí-
íàÿ ñëîæíîñòü ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì ðàáîòû, âûðàæåííûì â àáñòðàêòíûõ
åäèíèöàõ - ÷èñëå ïðèìåíåíèé ýòîãî îïåðàòîðà.

Îòîáðàæåíèå F ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè, êîòîðîå ìû îïðåäåëèëè âûøå. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ýòà ñèòóàöèÿ íå îòëè÷àëàñü îò ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ñ ïîñòîÿííûì îïåðà-
òîðîì F íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü âðåìÿ â ñàìè ñîñòîÿíèÿ C ∈ C. Òàêîé ïðèåì ïðèìåíÿ-
åòñÿ â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Îäíàêî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïåðåìåííûé
îïåðàòîð F - ñëó÷àé, òðåáóþùèé ñïåöèàëüíûõ ïîäõîäîâ - ýòî áóäåò îáñóæäàòüñÿ â
ëåêöèè, ïîñâÿùåííîé àäèàáàòè÷åñêèì âû÷èñëåíèÿì. Â äàëüíåéøåì ïî óìîë÷àíèþ
îïåðàòîð F íå áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè.

Ìû ïîíèìàåì âû÷èñëåíèå â øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà: ëþáîé ðåàëüíûé ïðîöåññ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì â âèäå íåêîòîðîãî âû÷èñëåíèÿ. Ïîýòîìó

àëãîðèòìîì ÿâëÿåòñÿ ëþáîé çàêîí ïðèðîäû, êîòîðûé ìû ìî-
æåì ñôîðìóëèðîâàòü â òî÷íûõ òåðìèíàõ.

Ýòà àëãîðèòìè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ - êîíñòðóêòèâíàÿ ìàòåìàòèêà, áûëà ñîçäàíà Àí-
äðååì Ìàðêîâûì-ìëàäøèì (ñì. [4],[5]) è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïðèìåíåíèÿ êîìïüþ-
òåðîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ.

Ëþáîé êâàíòîâûé àëãîðèòì, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì, ìîäåëèðó-
þùèì íåêîòîðûé ðåàëüíûé ïðîöåññ (ñì. ðèñóíîê 4); è åñëè âû÷èñëåíèå ïî ýòîìó
àëãîðèòìó íå äàåò íóæíîãî ðåçóëüòàòà, ìû äîëæíû ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äàííûé àë-
ãîðèòì íåâåðåí. Êâàíòîâûå àëãîðèòìû åñòü âñåãî ëèøü êëàññè÷åñêèå çàïèñè ýëåìåí-
òàðíûõ êâàíòîâûõ îïåðàöèé, êîòîðûå âåäóò ê íóæíîìó ðåçóëüòàòó ïðè óñëîâèè, ÷òî
ìû ïðàâèëüíî ïîíèìàåì äåéñòâèå çàêîíîâ ñàìîé êâàíòîâîé ôèçèêè ïðèìåíèòåëü-
íî ê êâàíòîâîé ÷àñòè íàøåãî êîìïüþòåðà. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü ôàêò òàêîãî
çíàíèÿ íåâîçìîæíî - ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü òîëüêî íà ýêñïåðèìåíòå.

Îòñþäà ñëåäóåò íåîæèäàííûé âûâîä î òîì, ÷òî ïîñòðîåíèå êâàíòîâîãî êîìïüþ-
òåðà åñòü ïðîâåðêà ñàìîé êâàíòîâîé òåîðèè â òîé îáëàñòè, ãäå îíà åùå íèêîãäà íå
ïðîâåðÿëàñü - â îáëàñòè ñëîæíûõ ñèñòåì. Â çàäà÷àõ ôèçèêè 20 âåêà ìû èìåëè äåëî ñ
ñèñòåìàìè ïðîñòûìè, ñëîæíîñòü òàì íå èãðàëà îñîáîé ðîëè, òàê êàê ýòè çàäà÷è ìîæ-
íî áûëî ðåäóöèðîâàòü, óñòðàíèâ òàê íàçûâàåìóþ çàïóòàííîñòü. Äÿ ñëîæíûõ ñèñòåì,
íàõîäÿùèõñÿ â ôîêóñå íàóêè ñåãîäíÿ, ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ.

Íàðàùèâàíèå ÷èñëà êóáèòîâ âåäåò ê ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðîìó ðîñòó ñëîæíîñòè;
ñ êóáèòîâîé ïàìÿòüþ ìû î÷åíü áûñòðî âûõîäèì çà ïðåäåëû ïðîñòûõ ñèñòåì, êîòîðûå
ëåãêî ïîääàâàëèñü àíàëèçó ôèçèêîâ ïðîøåäøåãî âåêà. Ïîýòîìó êâàíòîâûå âû÷èñëå-
íèÿ åñòü ôèçèêà íîâîãî âðåìåíè, è íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ î íåé íàäî åùå ïðîâåðèòü
ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ìû áóäåì äâèëàòüñÿ ïî ñòàíäàðòíîìó ïóòè êîïåíãàãåíñêîé êâàí-
òîâîé òåîðèè, îòëè÷íî ïðîâåðåííîé äëÿ ïðîñòûõ çàäà÷, è ïîñìîòðèì, êóäà îíà íàñ
ïðèâåäåò â îáëàñòè çàäà÷ ñëîæíûõ.
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Ïóñòü ìû êàêèì-òî îáðàçîì îïðåäåëèëè ñëîæíîñòü C(C) ñîñòîÿíèÿ êîìïüþòåðà
C. Âîçüìåì ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ðàáîòû àëãîðèìà íà íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ
ñëîæíîñòè íå áîëüøå äàííîãî íàòóðàëüíîãî n :

C(F)(n) = maxC(C0)≤nT (C0)

òîãäà ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà, íàçûâàåìóþ ñëîæíîñòüþ àë-
ãîðèòìà F .

Äëÿ âû÷èñëåíèé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ âíåøíåå óñòðîéñòâî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îðà-
êóëîì. Îðàêóë - îáúåêò çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûé, ïî ñðàâíåíèþ ñ êîìïüþòåðîì;
åãî äàæå âðÿä ëè ìîæíî íàçâàòü îáúåêòîì, ýòî, ñêîðåå, ñóáúåêò, êîòîðûé âîîáùå íå
ïîäëåæèò àëãîðèòìè÷åñêîìó îïèñàíèþ. Íàïðèìåð, îðàêóëîì ìîæåò áûòü ïîëüçîâà-
òåëü êîìïüþòåðà.

Ôîðìàëüíî îðàêóë - ýòà äðóãàÿ ôóíêöèÿ âèäà

O : C → C

Ïóñòü â ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé êîìïüþòåðà C âûäåëåíî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
Q ⊆ C, ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ âîïðîñíûìè. Ïàðà (O,F) íàçûâàåòñÿ àëãî-
ðèòìîì ñ îðàêóëîì. Âû÷èñëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó àëãîðèìó ñ îðàêóëîì,
åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

C0 −→ L(C0) −→ L(L(C0)) −→ . . . −→ L(. . .L︸ ︷︷ ︸
T

(C0) . . .) = F{L}(C0), (2)

ãäå îòîáðàæåíèå L äåéñòâóåò êàê F , åñëè åãî àðãóìåíò íå ïðèíàäëåæèò Q, è êàê
O, åñëè åãî àðãóìåíò ïðèíàäëåæèò Q. Çäåñü òàê æå, êàê è âûøå, îòîáðàæåíèå L
íåïðèìåíèìî ê êîíå÷íîìó ñîñòîÿíèþ êîìüþòåðà. Òàêîå âû÷èñëåíèå ðàáîòàåò êàê F
äî òåõ ïîð, ïîêà íå âñòðåòèëîñü âîïðîñíîå ñîñòîÿíèå. Åñëè òàêîå ñîñòîÿíèå âñòðåòè-
ëîñü, ïðèìåíÿåòñÿ íå îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ F , à îðàêóë O.

Íåìíîãî ïîäóìàâ, ìû ïðèäåì ê âûâîäó î òîì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ïîëüçîâàòåëÿ
ñ êîìïüòåðîì â òî÷íîñòè óêëàäûâàåòñÿ â ñõåìó âû÷èñëåíèÿ ñ îðàêóëîì, åñëè ïîñëåä-
íèé îáîçíà÷àåò ïîëüçîâàòåëÿ.

Îðàêóë = ïîëüçîâàòåëü êîìïüþòåðà

Ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ñ îðàêóëîì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ïðèìåíåíèé îðàêóëà â
öåïî÷êå (2); ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñ îðàêóëîì îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå, êàê è âûøå.

Âû÷èñëåíèå (1) åñòü àáñòðàêòíàÿ ìîäåëü ëþáîãî åñòåñòâåííîãî ïðîöåññà, êîòî-
ðûé îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì F , òî åñòü ëþáîãî ðåàëüíîãî ïðîöåññà. Ôîðìà âû÷èñëåíèÿ
çàâèñèò îò ôîðìû îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Íàïðèìåð, â êëàñ-
ñè÷åñêîé ôèçèêå ñîñòîÿíèÿ èç ìíîæåñòâà C - ýòî áèíàðíûå ñòðîêè äëèèíû n, îáùåå
÷èñëî êîòîðûõ N = 2n. Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òðåáó-
åò ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà n→∞. Îäíàêî ýòî òðåáîâàíèå êàðòåçèàíñêîé ìàòåìàòèêè
íå òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîìó ìèðó. Íàïðèìåð, åñëè ðå÷ü èäåò î âîçäóõå â äàí-
íîé êîìíàòå, ìû íå ìîæåì, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñ÷èòàòü åãî íåïðåðûâíûì: îí ñîñòîèò èç
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ìîëåêóë êîíå÷íîãî ðàçìåðà. Ïðè êîìïüþòåðíîì ðàñ÷åòå ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò
êîíå÷íûì, òàê êàê ïàìÿòü êîìïüþòåðà âñåãäà îãðàíè÷åíà. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî îçíà÷àåò, ÷òî êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ñïîñîáíî áîëåå àäåêâàòíî îòðàæàòü
ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè.

Ìîæíî ëè óñêîðèòü ýâîëþöèþ, åñëè ðàñøèðèòü ïàìÿòü êîìïüþòåðà? Ìîæíî ëè
êóïèòü âðåìÿ çàïëàòèâ çà íåãî ïðîñòðàíñòâîì? Íåëüçÿ! Ýâîëþöèÿ, â îáùåì ñëó÷àå,
íå ìîæåò áûòü óñêîðåíà ïóòåì âîâëå÷åíèÿ íîâûõ ðåñóðñîâ. Ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ òîëü-
êî óçêèé êðóã çàäà÷, íàçûâàåìûõ ïåðåáîðíûìè. Óñêîðèòü âûïîëíåíèå âñåõ çàäà÷ íå
ñìîæåò è êâàíòîâûé êîìïüþòåð.
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Òåîðåìà ([6]).

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èòåðàöèÿ äëèíû O(N1/7) ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî èç
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �÷åðíûõ ÿùèêîâ� F ìîæåò áûòü óñêîðåíà õîòÿ áû
íà åäèíèöó íà êâàíòîâîì êîìïüþòåðå, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà, ñòðåìÿùåãîñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ñìûñë ýòîé òåîðåìû: äîëÿ çàäà÷, äîïóñêàþùèõ êâàíòîâîå óñêîðåíèå õîòÿ áû íà
åäèíèöó, èñ÷åçàþùå ìàëà ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ çàäà÷.

Èíûìè ñëîâàìè:

Êâàíòîâîå óñêîðåíèå - ðåäêèé ôåíîìåí, èìåþùèé ìåñòî ëèøü äëÿ çà-
äà÷ òèïà ïåðåáîðà

Ýòî îáúåäèíÿåò êâàíòîâûé ïàðàëëåëèçì ñ êëàññè÷åñêèì. Ïðåèìóùåñòâî êâàí-
òîâîãî êîìïüþòåðà ñîñòîèò â à) ïîòåíöèàëüíîé âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ ïåðåáîðíûõ
çàäà÷ áûñòðåå, ÷åì íà êëàññè÷åñêîì êîìïüþòåðå, è á) â ãîðàçäî áîëåå àäåêâàòíîì
ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ.

Ïðåèìóùåñòâî ïóíêòà à) íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì, òàê êàê íàì íåèçâåñòíû ôèçè-
÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íà èñïîëüçîâàíèå êâàíòîâîãî ôðìàëèçìà â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ.
Ïðåèìóùåñòâî ïóíêòà á) èìååò îãðîìíûå ïåðñïåêòèâû. Â ÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì èñ-
ïîëüçîâàòü ôåíîìåí êâàíòîâîé íåëîêàëüíîñòè äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà íåêîòîðûõ
âû÷èñëåíèé.

1.1 Êâàíòîâîå ïðåäñòàâëåíèå ñîñòîÿíèé

Îïèñàíèå ñîñòîÿíèé â âèäå áèíàðíûõ ñòðîê ñîîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé ôèçèêå
- ýòî îïèñàíèå ÷åðåç êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû.

Äëÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ïðîöåññîâ êëàññè÷åñêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü (1)
âïîëíå àäåêâàòíà. Îäíàêî äëÿ ïðîöåññîâ ñëîæíûõ ýòî íå òàê. Äåëî â òîì, ÷òî ñàìî
áèíàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîñòîÿíèé â âèäå áèíàðíûõ ñòðîê íåàäåêâàòíî ðåàëüíîñòè
â ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâåííûì ÿâëÿþòñÿ î÷åíü ìàëûå ïîãðåøíîñòè â îïðåäåëåíèè
ñîñòîÿíèÿ. Òàê áûâàåò â ñîñòîÿíèÿõ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, êîãäà äëÿ òî÷íîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü î÷åíü ìàëûå îòðåçêè âðåìåíè dt è ïðî-
ñòðàíñòâà dx, òî åñòü âòîðãàòüñÿ â ìèêðîìèð. Çäåñü âàæíà âåëè÷èíà ýëåìåíòàðíîãî
äåéñòâèÿ dS (ýëåìåíò ýíåðãèè, óìíîæåííûé íà ýëåìåíò âðåìåíè), êîòîðîå èñïîëü-
çóåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèÿ: åñëè dS � ~ ≈ 3 · 10−27 ýðã· ñåê, êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå
äèíàìèêè àäåêâàòíî, åñëè æå dS ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìûì ñ ïîñòîÿííûì Ïëàíêà ~, îïè-
ñàíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè ñòàíîâèòñÿ íåàäåêâàòíûì, è îíî äîëæíî
áûòü çàìåíåíî êâàíòîâûì.

Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü êâàíòîâîãî îïèñàíèÿ ðåàëüíîñòè - ìíîæåñòâåííîñòü. Ïðè
êâàíòîâîì îïèñàíèè ëþáîé îáúåêò ìîæåò ñðàçó íàõîäèòüñÿ â íåñêîëüêèõ êëàññè÷å-
ñêèõ ñîñòîÿíèÿõ. Êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå åñòü âåêòîð, êîòîðûé èçìåíÿåòñÿ ïî ìàòðè÷-
íîìó ïðàâèëó: â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè îí óìíîæàåòñÿ íà ìàòðèöó ýâîëþöèè.
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Ñàì æå âåêòîð èìååò âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êâàíòîâîå îïèñàíèå îò-
íîñèòñÿ íå ê îäíîìó îòäåëüíî âçÿòîìó îáúåêòó, à ê öåëîé îãðîìíîé ñåðèè îäèíàêîâî
ïðèãîòîâëåííûõ îáúåêòîâ; òîëüêî èìåÿ òàêóþ ñåðèþ, ìû ìîæåì íàáðàòü ñòàòèñòèêó
äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèòü òåîðèþ è ýêñïåðèìåíò.

Â êâàíòîâîì ïðåäñòàâëåíèè ïðèðîäû ëþáîå ñîñòîÿíèå èç ìíîæåñòâà C ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé (ñóïåðïîçèöèåé) áèíàðíûõ ñòðîê äëèíû N .

Ïóñòü C0, C1, ..., CN−1 - êëàññè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû, ïîä êîòîðîé ìû
áóäåì âñåãäà ïîíèìàòü îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü êîìïüþòåðà. Òîãäà êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå
ýòîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä

|Ψ〉 =

j=N−1∑
j=0

λj|Cj〉 (3)

ãäå êîìïëåêñíûå ÷èñëà λj íàçûâàþòñÿ àìïëèòóäàìè ñîñòîÿíèé Cj. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
êâàíòîâàÿ îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü ìîæåò íàõîäèòüñÿ îäíîâðåìåííî âî âñåõ âîçìîæíûõ
êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ, íî â êàæäîì òàêîì ñîñòîÿíèè |Cj〉 - ñî ñâîåé àìïëèòóäîé
λj. Â ýòîì - ñóòü êâàíòîâîãî ïàðàëëåëèçìà è âîçìîæíîñòè êâàíòîâîãî óñêîðåíèÿ
ðåøåíèÿ ïåðåáîðíûõ çàäà÷ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì êîìïüþòåðîì.

Íàïðèìåð, åñëè êëàññè÷åñêèé êîìïüþòåð èìååò îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü, ñîñòîÿùóþ
èç n áèòîâ, òî êâàíòîâûé àíàëîã òàêîãî êîìïüþòåðà áóäåò èìåòü ïàìÿòü, ñîñòîÿùóþ
èç n êâàíòîâûõ áèòîâ (êóáèòîâ).

Ïîìèìî îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, ó ëþáîãî êîìïüþòåðà åñòü äîëãîâðåìåííàÿ. Èìåí-
íî â äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòè õðàíèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà F , êîòîðûé íå ìåíÿåòñÿ
ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, ïîäîáíî ãåíåòè÷åñêîìó êîäó â æèâîé êëåòêå.
Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ìîæåò ìåíÿòü òîëüêî îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü, íî íå äîëãî-
âðåìåííóþ. Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî êîìïüþòåðà ýòè âèäû ïàìÿòè èìåþò èäåíòè÷íîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå â âèäå áèíàðíûõ ñòðîê. Â êâàíòîâîì êîìïüþòåðå ñèòóàöèÿ
èíàÿ. Çäåñü äîëãîâðåìåííàÿ ïàìÿòü òàêæå ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé ñòðîêîé, ïðåäíàçíà-
÷åííîé äëÿ õðàíåíèÿ çàïèñè àëãîðèòìà, íî îïåðàòèâíàÿ áóäåò íàõîäèòüñÿ â òàê íà-
çûâàåìîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè, êîòîðûé ìû íàçûâàåì åùå âåêòîð - ñîñòîÿíèåì. Â
äàëüíåéøåì ïîä ïàìÿòüþ ìû ïîíèìàåì, ïî óìîë÷àíèþ, îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü.

Ñîñòîÿíèå æå êîìïüþòåðà åñòü ïàðà: ñîñòîÿíèå îïåðàòèâíîé è äîëãîâðåìåííîé
ïàìÿòè. Íàïðèìåð, ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿþùåå îêîí÷àíèå ðàáîòû àëãîðèòìà, èëè âî-
ïðîñíîå ïðåîáðàçîâàíèå âñåãäà îïðåäåëÿåòñÿ â äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòè êîìïüþòå-
ðà. Çäåñü ìû îãðàíè÷èâàåì òðàäèöèîííóþ òåîðèþ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå äîïóñêàþò
�íåïðåäñêàçóåìîå� ïîâåäåíèå âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Â òåîðèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé
ìîìåíò èõ êîíöà âñåãäà ïðåäñêàçóåì.

Ïóñòü êëàññè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îïåðàòèâíîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà èìåëî âèä áè-
íàðíîé ñòðîêè a0, a1, ..., an−1. Ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü òàêóþ ñòðîêó íàòóðàëüíûì
÷èñëîì

a = a0 + 2a1 + ...+ 2n−1an−1

ëåæàùèì â ìíîæåñòâå {0, 1, ..., N−1}, ãäåN = 2n, è ýòî ïðåäñòàâëåíèå áóäåò âçàèìíî-
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îäíîçíà÷íûì. Òîãäà êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ýòîé ïàìÿòè áóäåò èìåòü âèä

|Ψ〉 =
N−1∑
j=0

λj |j〉 =


λ0

λ1
...

λN−1

 ; |0〉 =


1
0
...
0

 , |1〉 =


0
1
...
0

 , ..., |N−1〉 =


0
0
...
1

 . (4)

Èòàê, |Ψ〉 åñòü âåêòîð - ñòîëáåö, ïðèíàäëåæàùèé ïðîñòðàíñòâó CN , è âñå êîìïî-
íåíòû |j〉 òàêæå åñòü âåêòîðû - ñòîëáöû, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ âñå íóëè, êðîìå j- ãî
ýëåìåíòà, êîòîðûé ðàâåí åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, (4) åñòü ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíî-
ãî âåêòîðà â N - ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ïî áàçèñó |j〉.

Ñèìâîëû | - áðà, è 〉 - êåò, ââåäåíû Äèðàêîì; îíè î÷åíü óäîáíû è ìû âñåãäà áóäåì
èìè ïîëüçîâàòüñÿ.

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òàê ÷òî âåêòîðû |j〉 îá-
ðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â íåì. Âåêòîðû |Ψ〉 ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü
íà ëþáîå ÷èñëî - ïðè ýòîì áóäóò ïîëó÷àòüñÿ íîâûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ïàìÿòè, êî-
òîðûå òàê æå êàê è |j〉 ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûìè êâàíòîâûìè ñîñòîÿíèÿìè.

Ìû ââåäåì îáúåêò âèäà 〈Ψ| êàê ðåçóëüòàò ñîïðÿæåíèÿ âåêòîðà |Ψ〉, òî åñòü âåê-
òîð - ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç êîìïëåêñíî - ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà ìàòðè÷íîå
ïðîèçâåäåíèå âèäà 〈Ψ| · |Φ〉, êîòîðîå ìû áóäåì êðàòêî çàïèñûâàòü êàê 〈Ψ|Φ〉 áóäåò
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ |Ψ〉 è |Φ〉. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàïèñàòü
óñëîâèå íîðìèðîâêè íà åäèíèöó â âèäå 〈Ψ|Ψ〉 = 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîíîðìèðî-
âàòü ëþáîé âåêòîð - ñîñòîÿíèå |Ψ〉, íóæíî ðàçäåëèòü åãî íà åãî ñîáñòâåííóþ íîðìó:

1√
〈Ψ|Ψ〉
|Ψ〉. Äëèíà òàêîãî ïðîíîðìèðîâàííîãî âåêòîðà áóäåò åäèíè÷íîé.

Â äèðàêîâñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ óäîáíî çàïèñûâàòü ìàòðèöû. Íàïðèìåð, ìàòðè÷íîå
ïðîèçâåäåíèå ñòîëáöà íà ñòðîêó âèäà |i〉〈j| åñòü ìàòðèöà, ó êîòîðîé åäèíèöà ñòîèò
íà ìåñòå (i, j), à â äðóãèõ ìåñòàõ ñòîÿò íóëè. Òîãäà ëþáóþ ìàòðèöó A = (ai,j) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ

A =
∑
i,j

ai,j|i〉〈j|

à ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà - ðåçóëüòàò òðàíñïîíèðîâàíèÿ è êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ
ýëåìåíòîâ, îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç A∗ èëè A+, áóäåò èìåòü âèä A+ =

∑
i,j

āi,j|j〉〈i| =∑
i,j

āj,i|i〉〈j|.

Ïóñòü ñîñòîÿíèå |Ψ〉 âèäà (4) íîðìèðîâàíî (íà åäèíèöó). Òîãäà åãî èçìåðåíèåì íà-
çûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ |j〉 ñ âåðîÿòíîñòÿìè pj = |λj|2.
Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü áóäåò ðàâíà åäèíèöå â ñèëó íîðìèðîâàííîñòè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ.

Óíèòàðíûì îïåðàòîðîì CN → CN íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñîõðàíÿþùèé
äëèíó ëþáîãî âåêòîðà. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îí ïåðåâîäèò îäèí îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ â äðóãîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Â ïðîñòðàíñòâå CN ìîæíî ââåñòè äðóãèå áàçèñû, îòëè÷íûå îò |j〉. Ýòî äåëàåòñÿ
ïðèìåíåíèåì êàêîãî-ëèáî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ U : |j̃〉 = U |j〉. Òîãäà ìû ìî-
æåì îáîáùèòü ïîíÿòèå èçìåðåíèÿ íà íîâûé áàçèñ |j̃〉. À èìåííî, íàçîâåì èçìåðåíèåì
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ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè |Ψ〉 â áàçèñå |j̃〉 ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïðèíèìàþ-
ùóþ çíà÷åíèÿ |j̃〉 ñ âåðîÿòíîñòüþ p̃j = |〈j̃|Ψ〉|2.

Ðèñ. 6: Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé �êîîðäèíàòà-èìïóëüñ� äëÿ îäíîãî êóáèòà.
Åñëè òî÷íî îïðåäåëåíà êîîðäèíàòà, èìïóëüñ ïîëíîñòüþ íåîïðåäåëåí, è íàîáîðîò.
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Ëèíåéíûé îïåðàòîð H : CN → CN íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì (èëè ñàìîñîïðÿæåí-
íûì), åñëè H = H+. Èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçìåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî óíèòàðíîãî
îïåðàòîðà U íàéäåòñÿ òàêîé ýðìèòîâûé îïåðàòîð H, ÷òî U = exp(iH), ãäå ìàòðèö-

íàÿ ýêñïîíåíòà îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è ÷èñëîâàÿ, ÷åðåç ðÿä exp(A) =
∞∑
n=0

An/n!. Âåðíî è

îáðàòíîå, äëÿ ëþáîãî ýðìèòîâà îïåðàòîðà H îïåðàòîð eiH óíèòàðåí.

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî óíèòàðíîãî èëè ýðìèòîâà îïåðàòîðà èìååòñÿ
åãî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ âñåãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèå íàáëþäåíèÿ, ðîä-
ñòâåííîãî ïîíÿòèþ èçìåðåíèÿ. Ýðìèòîâ îïåðàòîð H ìû áóäåì íàçûâàòü íàáëþäàå-
ìîé, åñëè âûäåëåí áàçèñ ïðîñòðàíñòâà CN , ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ |φj〉
îïåðàòîðà H ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè aj: H|φj〉 = aj|φj〉. Íàáëþäåíèå ñèñòåìû,
íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè |Ψ〉, ñîîòâåòñòâóþùåå íàáëþäàåìîé H åñòü ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ aj ñ âåðîÿòíîñòÿìè Pj = |〈φj|Ψ〉|2.

Èòàê, èçìåðåíèå è íàáëþäåíèå - ïî÷òè îäíî è òîæå, ðàçíèöà ëèøü â òîì, ÷òî ïðè
èçìåðåíèè ðåçóëüòàòîì áóäóò ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðîãî ýðìèòîâà îïåðàòîðà
- áàçèñ |j̃〉 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èìåííî êàê òàêèå ñîñòîÿíèÿ, à ïðè íàáëþäåíèè -
ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñîñòîÿíèÿì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Åñëè èçìåðåíèå îñóùåñòâ-
ëÿåò ïðèáîð, íàçûâàåìûé èçìåðèòåëåì, íî íàáëþäåíèå îñóùåñòâëÿåò íàáëþäàòåëü.

Èçìåðåíèå åñòü ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ, â õîäå êîòîðîãî ñîñòîÿíèå |Ψ〉 âèäà (4) ïðå-
âðàùàåòñÿ â îäíî èç ñîñòîÿíèé |j〉, j = 0, 1, ..., N − 1. Ïðè ýòîì òåðÿåòñÿ âñÿêàÿ
èíôîðìàöèÿ î àìïëèòóäàõ λj. Òàêîé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò ïðè êîíòàêòå ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìû ñî ñïåöèàëüíûì óñòðîéñòâîì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ èçìåðèòåëåì, èëè
íàáëþäàòåëåì. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå íåò òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ êàêîé îáúåêò ìîæåò
áûòü èçìåðèòåëåì. Îäíàêî òåðìèí �íàáëþäàòåëü� ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî òàêèì ïðè-
áîðîì ìîæåò áûòü ñóáúåêò ëþáîé ïðèðîäû, íàïðèìåð, ÷åëîâåê. Ìû ïîêà íå áóäåì
âäàâàòüñÿ â ýòîò âîïðîñ ãëóáîêî, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîëüçîâàòåëü êîìïüþòåðà âñåãäà
ìîæåò ïî ñâîåé âîëå èíèöèèðîâàòü èçìåðåíèå ïàìÿòè êîìïüþòåðà.

Èçìåðåíèå èëè íàáëþäåíèå åñòü åäèíñòâåííûé ñïîñîá õîòü ÷òî-ëèáî óçíàòü î
êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè |Ψ〉, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ äàííàÿ ñèñòåìà. Êâàíòîâàÿ ìåõàíè-
êà, òàêèì îáðàçîì, îïèñûâàåò òîëüêî âåðîÿòíîñòè, íî íå êëàññè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ. Èç
ýòîãî ñëåäóåò ïàðàäîêñàëüíûé âûâîä. Ó îäíîé, îòäåëüíî âçÿòîé ñèñòåìû, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íåò íèêàêîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ! Êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå - ýòî õàðàêòåðèñòèêà
íå îäíîãî îáúåêòà, à îãðîìíîãî ÷èñëà îäèíàêîâî ïðèãîòîâëåííûõ îáúåêòîâ.

Íàïðèìåð, ïóñòü ìû ðàññìàòðèâàåì ýëåêòðîí â àòîìå âîäîðîäà è èíòåðåñóåìñÿ,
ãäå îí òàì íàõîäèòñÿ. Èçìåðèòü åãî êîîðäèíàòó ìîæíî, îáëó÷èâ àòîì æåñòêèì èçëó-
÷åíèåì - ôîòîíîì î÷åíü âûñîêîé ÷àñòîòû. Ýòîò ôîòîí, ïðîâçàèìîäåéñòâîâàâ ñ ýëåê-
òðîíîì, âûëåòèò èç àòîìà è ìû ñìîæåì åãî çàôèêñèðîâàòü, ïîñëå ÷åãî ìîæíî áóäåò
ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü, â êàêîì ìåñòå íàõîäèëñÿ ýëåêòðîí. Íî â ðåçóëüòàòå âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîí ïîëó÷èò òàêîé èìïóëüñ, ÷òî âûëåòèò èç àòîìà ñîâñåì! È äëÿ
ñëåäóþùåãî ýêñïåðèìåíòà íàì ïðèäåòñÿ âçÿòü óæå äðóãîé àòîì - ïðåäûäóùèé ïîë-
íîñòüþ ëèøèëñÿ ñâîåãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû
ãîâîðèòü î �êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà�, íàì íóæíî èìåòü
îãðîìíîå êîëè÷åñòâî îäèíàêîâî ïðèãîòîâëåííûõ àòîìîâ âîäîðîäà, ÷åì íàñ îáåñïå÷è-
âàåò ïðèðîäà. Åñëè áû ó íàñ áûë âñåãî îäèí, óíèêàëüíûé àòîì âîäîðîäà, ìû íå ìîãëè
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áû íè÷åãî ñêàçàòü î òîì, â êàêîì âåêòîð - ñîñòîÿíèè íàõîäèòñÿ ýëåêòðîí âíóòðè íåãî.

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ íå çàíèìàåòñÿ îòäåëüíûìè ÷àñòèöàìè èëè îòäåëüíûìè ñèñòå-
ìàìè ÷àñòèö. Îíà çàíèìàåòñÿ òîëüêî àíñàìáëÿìè íåçàâèñèìî è îäèíàêîâî ïðèãîòîâ-
ëåííûõ ñèñòåì èëè ÷àñòèö. Âåêòîð - ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåò íå îòäåëüíóþ ñèñòåìó
àòîìîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïàìÿòü êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà â äàííîì ýêñïåðèìåíòå,
à ðåçóëüòàò îãðîìíîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ,
òàêèì îáðàçîì, åñòü âåðîÿòíîñòíûå âû÷èñëåíèÿ îñîáîãî ðîäà. Îíè ðàäèêàëüíî îò-
ëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ âû÷èñëåíèé, îñíîâàííûõ íà êëàññè÷åñêîé
ôèçèêå. Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ öåëèêîì ìîäåëèðóþò êâàíòîâóþ äèíàìèêó ðåàëüíûõ
ñëîæíûõ ñèñòåì, â ñèëó ÷åãî îíè ïðåòåíäóþò íà íå òîëüêî îïèñàíèå, íî è óïðàâëåíèå
ñëîæíûìè ïðîöåññàìè.

Â õîäå êâàíòîâîãî âû÷èñëåíèÿ ìû äîëæíû ïðèéòè ê ñîñòîÿíèþ âèäà |j〉 - ê áà-
çèñíîìó ñîñòîÿíèþ, èçìåðåíèå êîòîðîãî íåèçìåííî äàåò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò. Â
ýòîì ñîñòîèò èñêóññòâî êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé.

1.2 Óíèòàðíàÿ ýâîëþöèÿ

×òî ïðîèñõîäèò ñ ïàìÿòüþ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà, êîãäà îíà ïðåäîñòàâëåíà ñàìà
ñåáå, è åå íèêòî íå èçìåðÿåò? Òîãäà åå âåêòîð - ñîñòîÿíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Øðåäèíãåðà, èìåþùåìó âèä

i~|Ψ̇〉 = H|Ψ〉 (5)

ãäå H - ýðìèòîâ îïåðàòîð, íàçûâàåìûé îïåðàòîðîì ýíåðãèè ñèñòåìû èëè Ãàìèëüòî-
íèàíîì, ~ ≈ 3 · 10−27 erg · sec - ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Åñëè çàäàíî íà÷àëüíîå âåêòîð -
ñîñòîÿíèå |Ψ(0)〉, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà áóäåò èìåòü âèä

|Ψ(t)〉 = exp(− i
~
Ht)|Ψ(0)〉 (6)

Ôîðìóëà (6) âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî òðàåêòîðèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû åñòü îðáèòà
óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ýâîëþöèè Ut = exp(− i

~Ht), äåéñòâóþùåãî íà âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå ñîñòîÿíèé, â îòëè÷èå îò äèíàìèêè êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ýâîëþöèîíè-
ðóåò ïî ñâîåé òðàåêòîðèè, çàäàííîé íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì. Èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìû íåìíîãî îøèáëèñü â èñõîäíîì âåêòîðå ñîñòîÿíèÿ |Ψ(0)〉, òî ýòà
îøèáêà â òî÷íîñòè ñîõðàíèòñÿ íà ëþáîì, ñêîëü óãîäíî äëèííîì ïðîìåæóòêå âðåìå-
íè, è íå áóäåò âîçðàñòàòü, êàê ýòî âîçìîæíî â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè.

Ïóñòü ìû ïðîèçâåëè äèàãîíàëèçàöèþ îïåðàòîðà ýíåðãèè H, òî åñòü íàøëè åãî
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè - âåêòîðà |φ0〉, |φ1〉, ..., |φN−1〉 è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ E0 < E1 ≤ E2 ≤ ... ≤ EN−1 (ïåðâîå íåðàâåíñòâî âñåãäà ñòðîãîå, îñòàëüíûå
íåñòðîãèå). Òîãäà ìû ìîæåì âûðàçèòü ðåøåíèå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì |Ψ(0)〉 â âèäå òàêîãî ðàçëîæåíèÿ:

|Ψ(t)〉 =
N−1∑
j=0

λje
− i

~Ejt|φj〉, λj = 〈φj|Ψ(0)〉, (7)

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà:
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H|φj〉 = Ej|φj〉. (8)

Ââåäåì ìàòðèöû Ïàóëè:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
(9)

Ìàòðèöû Ïàóëè áóäóò è ýðìèòîâûìè è óíèòàðíûìè îäíîâðåìåííî, è èõ ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà áóäóò ðàâíû ±1 (ïðîâåðüòå ýòî!).

Ðàññìîòðèì, â êà÷åñòâå ïðèìåðà, îäèí êóáèò, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî èìååò îáùèé
âèä λ0|0〉+λ1|1〉. Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ íåãî ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H = −σx. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ èìåþò âèä 1√

2
(|0〉+ |1〉) - äëÿ ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ E0 = −1, è 1√
2
(|0〉 − |1〉) - äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ E1 = 1, òàê ÷òî îáùåå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì |Ψ(0)〉 = |0〉 ïî ôîðìóëå (7)
ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïðèìåò âèä:

|Ψ(t)〉 = cos

(
t

~

)
|0〉+ i sin

(
t

~

)
|1〉 (10)

è ìû âèäèì, ÷òî ñî âðåìåíåì áóäóò ïðîèñõîäèòü îñöèëëÿöèè âèäà: |0〉 → i|1〉 →
−|0〉 → ..., òàê ÷òî â ñîñòîÿíèå |0〉 êóáèò âåðíåòñÿ çà âðåìÿ t = 2π~.

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè Ëàíäàó ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ρΨ = |Ψ〉〈Ψ|
Ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè èìååò
âèä

i~ρ̇ = [H, ρ] = Hρ− ρH.

1.3 Ìàòðè÷íàÿ äèíàìèêà

Óðàâíåíèå (6) îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ âî âðåìåíè ïóòåì
äîìíîæåíèÿ íà íåêóþ ìàòðèöó ýâîëþöèè exp(− i

~Ht). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî H - ïî-
ñòîÿííàÿ ìàòðèöà, íî îíà ìîæåò áûòü è çàâèñèìîé îò âðåìåíè - â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
ýêñïîíåíòó íàäî òðàêòîâàòü êàê õðîíîëîãè÷åñêóþ ýêñïîíåíòó; ìû íå áóäåò çàíèìàòü-
ñÿ ýòèì âîïðîñîì, òàê êàê òàêàÿ òðàêòîâêà íè÷åãî íå èçìåíèò ïî ñóùåñòâó.

Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû ýâîëþöèè îáîçíà÷àþòñÿ êàê uij, à íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
|Ψ〉 = |Ψ(0)〉 èìååò âèä

|Ψ(0)〉 =
∑
i

λi(0)|i〉. (11)

Òîãäà ïðàâèëî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ äàåò ðàâåíñòâî λi(t) =
N−1∑
j=0

λj(0)uij. Ðàñ-

ñìîòðèì åãî ïîäðîáíåå. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ àìïëèòóäà λi(t) ëþáîãî
ñîñòîÿíèÿ |i〉 ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ðàçíûõ âêëàäîâ: îò êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ |j〉,
îò åãî àìïëèòóäû λj(0) ýòîò âêëàä ïîëó÷àåòñÿ äîìíîæåíèåì íà uij. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî uij ÿâëÿåòñÿ àìïëèòóäîé ïåðåõîäà |j〉 → |i〉.
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Ðèñ. 7: Ìàòðè÷íàÿ äèíàìèêà

À òåïåðü ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èíòåðâàëà âðåìåíè: [0, t] è [t, 2t]. Ðå-
çóëüòèðóþùèé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |Ψ(2t)〉 áóäåò ïîëó÷àòüñÿ óìíîæåíèåì íà÷àëüíîãî
âåêòîðà íà âòîðóþ ñòåïåíü ìàòðèöû ýâîëþöèè U2

t . Ïî ïðàâèëó ìàòðè÷íîãî óìíîæå-
íèÿ ìû èìååì

λi(2t) =
N−1∑
j,k=0

λjukjuik (12)

òî åñòü ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà îò ñîñòîÿíèÿ |j〉 ê ñîñòîÿíèþ |k〉,
à çàòåì îò |k〉 ê |i〉. Îáîáùàÿ ýòî íà ñëó÷àé êîíå÷íîãî âðåìåíè T = nt ìû ïîëó÷èì
ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ |j〉 â ñîñòîÿíèå |i〉 âäîëü ïóòè

|j〉 → |k1〉 → ...→ |kn−1〉 → |i〉 (13)

ïî n−1 çâåííîé ëîìàíîé, òàê ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ àìïëèòóäû íàéäåòñÿ ïî ôîðìóëå

λi(nt) =
∑

j,k1,r2,...,kn−1

λj(0)uikn−1 ...uk2k1uk1j (14)

- ñì. ðèñóíîê 7.

Äëÿ ìàòðèöû ýâîëþöèè Ut = exp(− i
~Ht) åå ýëåìåíò 〈a|Ut|b〉 ÿâëÿåòñÿ àìïëèòóäîé

ïåðåõîäà îò ñîñòîÿíèÿ |b〉 ê ñîñòîÿíèþ |a〉. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî t ýêñïîíåíòû
ìû ïîëó÷àåì

〈a|Ut|b〉 ≈ 〈i|1−
i

~
Ht|j〉 = δab −

i

~
〈a|H|b〉. (15)

Èç ýòîãî ìû ìîæåì ñäåëàòü ïðîñòîé âûâîä. Ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ àìïëèòóäû ðå-
çóëüòèðóþùåãî ïåðåõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî à) íàäî ñëîæèòü àìïëèòóäû ïåðåõîäà
âäîëü âñåõ ïóòåé, âåäóùèõ îò âñåõ íà÷àëüíûõ òî÷åê â êîíå÷íóþ è á) âäîëü ëþáîãî
èç ýòèõ ïóòåé àìïëèòóäû ïåðåõîäà ïåðåìíîæàþòñÿ. Ýòî ïðàâèëî ëåæèò â îñíîâå �ìå-
òîäà öèôåðáëàòà�, ïðåäëîæåííîãî Ôåéíìàíîì â êíèãå [7] äëÿ ïðîñòîãî îáúÿñíåíèÿ
çàêîíà êâàíòîâîé ýâîëþöèè.

Èòàê: îòäåëüíàÿ êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà âåäåò ñåáÿ êàê ðîé íåçàâèñèìûõ ÷àñòèö - åå
ýêçåìïëÿðîâ, òàê ÷òî

a) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà Ψ(x, t) â äàííîé òî÷êå x
âäîëü êàæäîãî ïóòè àìïëèòóäà ýêçåìïëÿðà óìíîæàåòñÿ , â ïî âñåì ïóòÿì, âåäóùèì
â ýòó òî÷êó x, àìïëèòóäû ñêëàäûâàþòñÿ, è
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Ðèñ. 8: Ìàòðè÷íûé çàêîí: ñòñðåëêè öèôåðáëàòà ïîâîðà÷èâàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
ïðîéäåííîìó ïóòè, â êîíå÷íîé òî÷êå âñå ñòðåëêè ñêëàäûâàþòñÿ

b) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â òî÷êå x åñòü åãî êâàäðàò ìî-
äóëÿ: |Ψ(x, t)|2.

Ìàòðè÷íàÿ äèíàìèêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñòðåëêè öèôåðáëàòà, ïîâî-
ðà÷èâàþùèåñÿ âäîëü ïðîéäåííîãî ïóòè (ñì. ðèñóíîê 8).

Èëëþñòðàöèÿ êîíñòðóêòèâíîé è äåñòðóêòèâíîé èíòåðôåðåíöèè ïîêàçàíà íà ðè-
ñóíêàõ 9 è 10

1.4 Èíòåãðàëû ïî ïóòÿì

×òî ïîëó÷èòñÿ â ïðåäåëå, êîãäà ìû óñòðåìèì ýëåìåíòàðíîå âðåìÿ t ê íóëþ, à
÷èñëî çâåíüåâ n ê áåñêîíå÷íîñòè, òàê ÷òî T = tn áóäåò ïîñòîÿííûì? Ëîìàíûå
òðàåêòîðèè (13) çàìåíÿòñÿ íà íåïðåðûâíûå êðèâûå âèäà γ : x = x(t), t ∈ [0, T ].
Äëÿ ïðîñòîòû ñíîâà ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîìåðíîé ÷àñòèöû. Ñóììèðîâàíèå â (14)
ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ñóììû: îäíà ïî j, äðóãàÿ - ïî âñåì ïðîìåæóòî÷íûì òî÷êàì
k1, k2, ..., kn−1. Ïåðâàÿ ñóììà äàñò èíòåãðàë

Ψ(y, t) =

∫
R

K(y, x, t)Ψ(x, 0)dx, (16)

à âòîðàÿ ïðåâðàòèòñÿ â ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ñëîæíîãî ïåðåõîäà â íåïðå-
ðûâíîì ñëó÷àå:

K(y, x, t) =

∫
γ: x→y

exp(
i

~
S[γ])Dγ, (17)

ãäå S[γ] - äåéñòâèå âäîëü òðàåêòîðèè γ, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå S[γ] =
t∫

0

L(ẋ, x, t)dt, ãäå L(ẋ, x, t) = Ekin−V - ëàãðàíæèàí, ðàâíûé ðàçíîñòè êèíåòè÷åñêîé è
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Ðèñ. 9: Îòðàæåíèå ñâåòà îò çåðêàëà

Ðèñ. 10: Êîíñòðóêòèâíàÿ è äåñòðóêòèâíàÿ èíòåðôåðåíöèÿ
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ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ èç òî÷êè x(0) = x â òî÷êó x(t) = y. Ýòà
ôóíêöèÿ K(y, x, t) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ôåéíìàíà, à èíòåãðàë (17) - ôåéíìàíîâñêèì
èíòåðãàëîì ïî òðàåêòîðèÿì.

Àíàëîãèÿ ñ äèñêðåòíûì ñëó÷àåì ïðîñòà: x èãðàåò ðîëü j, y - ðîëü i, à K(y, x, t) -
ðîëü ìàòðèöû ýâîëþöèè Ut. Òîãäà ñóììèðîâàíèå ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðèðîâàíèå ïî
òðàåêòîðèÿì.

Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû Ψ(x, t) - äåëüòà-ôóíêöèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ
â òî÷êå x0, òî ôåéíìàíîâñêîå ÿäðî åñòü âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â ìîìåíò t. (Äåëüòà-
ôóíêöèþ ìû ðàññìîòðèì äàëüøå, ïîêà åå ìîæíî íåôîðìàëüíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå
êàê ñîñòîÿíèå, ïðè êîòîðîì ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ ñòðîãî â òî÷êå x0, òàê ÷òî âñÿ àìïëè-
òóäû ñîñðåäîòî÷åíà òîëüêî â ýòîé òî÷êå.) Äëÿ ñëó÷àÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû V = 0, òàê
÷òî äåéñòâèå áóäåò èíòåãðàëîì îò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [8]),
÷òî ÿäðî äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû èìååò âèä c · exp(−im(x− x0)2/2~t) äëÿ êîíñòàíòû
c, çàâèñÿùåé ëèøü îò âðåìåíè t. Ýòî îïðåäåëÿåò ðàñïëûâàíèå êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ
ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, ïåðâîíà÷àëüíî ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå x0: îíà ðàñïðîñòðàíèòñÿ
íà âñþ îñü (−∞,+∞) çà ëþáîé, ñêîëü óãîäíî êîðîòêèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè t > 0,
÷òî èëëþñòðèðóåò ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè �êîîðäèíàòà-èìïóëüñ�.

Ðàññìîòðåâ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (17) ìû ìîæåì óâèäåòü íåêîòîðîå
íåñîîòâåòñòâèå ñ ôîðìóëîé (6), à èìåííî: çäåñü íåò çíàêà ìèíóñ, è ïðè âû÷èñëåíèè
ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû âìåñòî ãàìèëüòîíèàíà, êàê â (6) èñïîëüçóåòñÿ ëàãðàíæèàí,
ó êîòîðîãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñòîèò ñî çíàêîì ìèíóñ. Êàê ýòî îáúÿñíèòü?

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå V . Åñëè íå îáðà-
ùàòü âíèìàíèå íà êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, ñî çíàêàìè áóäåò âñå â ïîðÿäêå: ìèíóñ
âïåðåäè ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû êîìïåíñèðóåò ìèíóñ â ëàãðàíæèàíå. Çàéìåìñÿ êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèåé. Åå âûðàæåíèå â H = p2

2m
+Vpot êàê p

2/2m ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì
÷åðåç ëàãðàíæèàí â (17): mẋ2/2, íî íå ñõîäèòñÿ çíàê. Îäíàêî, â óðàâíåíèè Øðåäèí-
ãåðà (5) èìïóëüñ âõîäèò êàê êâàíòîâûé èìïóëüñ p = ~

i
∇ à â (17) - êàê êëàññè÷åñêèé

èìïóëüñ mẋ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè îò íåãî ê êâàíòîâîìó, íàäî ñîâåðøèòü îáðàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, êîòîðîå èçìåíèò çíàê: p2/2m ïðåâðàòèòñÿ â −p2/2m, ÷òî
â òî÷íîñòè íóæíî äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ èíòåãðàëîì ïî ïóòÿì.
Äëÿ ìàëîãî ó÷àñòêà òðàåêòîðèè

mẋ2t/2 = −p2t/2m+ px.

Ðàçóìååòñÿ, ýòî ðàññóæäåíèå íå åñòü äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ôåéíìàíîâñêèå
èíòåãðàëû ïî ïóòÿì ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèþØðåäèíãåðà, ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ïðèâåäåíî â êíèãå [8], ê êîòîðîé ìû è îòñûëàåì ñëóøàòåëÿ çà äåòàëÿìè.

Ôåéíìàíîâñêèå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ, òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíûì àíàëîãîì ìàò-
ðè÷íîé äèíàìèêè, êîòîðûé ïîä÷åðêèâàåò åñòåñòâåííîñòü ïåðåõîäà îò íåïðåðûâíûõ
âåëè÷èí ê äèñêðåòíûì. Ýòè èíòåãðàëû åñòåñòâåííî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé êîìïî-
çèòíûõ ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö, èëè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,
÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü, íàïðèìåð, àìïëèòóäó èñïóñêàíèÿ ôîòîíà ðåëàêñèðóþùèì
àòîìîì (ñì. êíèãó [8]), à òàêæå è îáîáùàòü êâàíòîâóþ äèíàìèêó íà ðåëÿòèâèñòñêèé
ñëó÷àé, êîãäà äâèæåíèÿ çàðÿäîâ ïðîèñõîäÿò ñî ñêîðîñòüþ, ñðàâíèìîé ñî ñêîðîñòüþ
ñâåòà.
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Âàæíåéøèì äîñòîèíñòâîì èíòåãðàëîâ Ôåéíìàíà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîå îáúÿñíåíèå
ïåðåõîäà îò êâàíòîâîãî îïèñàíèÿ äèíàìèêè ê êëàññè÷åñêîìó.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îòðàæåíèå ñâåòà îò çåðêàëà, êëàññè÷åñêèé çàêîí êîòîðîãî:
óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ôàçó φ âîîáðàæàåìîé �âîëíîâîé
ôóíêöèè ôîòîíà� ψ(x, t) = eiφ(x,t), ñ÷èòàÿ åãî òî÷å÷íîé ÷àñòèöåé, è åå èçìåíåíèå
âäîëü ðàçëè÷íûõ ïóòåé, êàæûé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé îòðàæåíèÿ x îò
çåðêàëà (ñì. ðèñóíîê 9). (Â äåéñòâèòåëüíîñòè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ôîòîíà åñòü îòîá-
ðàæåíèå âèäà |Ψph〉 : K → C, ãäå K - ìíîæåñòâî âñåõ êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîä �âîëíîâîé ôóíêöèåé� ìû ïîíèìàåì çäåñü òî êëàññè÷åñêîå
ñîñòîÿíèå exp(ip(x − ct)), íà êîòîðîì |Ψph〉 êîíöåíòðèðóåò îñíîâíóþ ÷àñòü àìïëè-
òóäû.) Êëàññè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì. Åñëè åå íåìíîãî âîçìó-
òèòü, òî äëèíà ïóòè íå ñëèøêîì èçìåíèòñÿ, è ðåçóëüòèðóþùèå ôàçû âäîëü èñõîäíîãî
è âîçáóæäåííîãî ïóòåé (ôàçà ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå ïóòè) áóäóò ïðèìåðíî îäèíà-
êîâû (ñì. ðèñóíîê 10). Ýòî çíà÷èò, ÷òî âêëàä òðàåêòîðèé, áëèçêèõ ê êëàññè÷åñêîé,
áóäåò ïðåîáëàäàòü, è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñâåò äâèæåòñÿ ïî êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè,
ãäå óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ. Íî åñëè äëèíà ïóòåé î÷åíü ìàëà (èñòî÷íèê
ñâåòà î÷åíü áëèçîê ê ïðèåìíèêó), òî ýòî ðàññóæäåíèå íå ïðîéäåò, íàäî áóäåò ó÷è-
òûâàòü âêëàä âñåõ òðàåêòîðèé, à íå òîëüêî êëàññè÷åñêîé, òàê êàê òîãäà èçìåíåíèå
äëèíû ïóòè áóäåò ñîïîñòàâèìî ñ åãî äëèíîé.

Ýòî ðàññóæäåíèå ïåðåíîñèòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé è ïîêàçûâàåò ãðàíèöû ïðèìåíå-
íèÿ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó äëÿ ÿäðà (17). Çäåñü ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðàöèÿ ïî âñåì ïó-
òÿì, èäóùèì îò íà÷àëüíîé òî÷êè ê êîíå÷íîé. Íî ñðåäè ýòèõ ïóòåé åñòü îäèí âûäå-
ëåííûé ïóòü γclass - êëàññè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Ýòà òðàåêòîðèÿ âûäåëÿåòñÿ èç ìíîæå-
ñòâà âñåõ äðóãèõ òåì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó íóëåâîé âàðèàöèè äåéñòâèÿ
Ìîïåðòüþè:

δS[γclass]/δγ = 0, (18)

êîòîðûé îøèáî÷íî íàçûâàþò ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ (äåéñòâèå òàì îò-
íþäü íå íàèìåíüøåå, åãî âàðèàöèÿ ïðè âàðèàöèè òðàåêòîðèè íóëåâàÿ). Äåéñòâèòåëü-
íî, ðàññìîòðèì Ëàãðàíæèàí:

L(ẋ, x, t) = mẋ2/2− V, S[γ] =

T∫
0

L(ẋ, x, t)dt, γ : x = x(t), 0 ≤ t ≤ T

è ïðèäàäèì ïðèðàùåíèå δx êîîðäèíàòå. Òîãäà x → x + δx, ẋ → ẋ + δẋ, è ìû áóäåì
èìåòü

δS[γ]/δγ =
T∫
0

L(ẋ+ δẋ, x+ δx, t)dt−
T∫
0

L(ẋ, s, t)dt =

T∫
0

(
∂L
∂ẋ
δẋ+ ∂L

∂x
δx
)
dt =

T∫
0

∂L
∂ẋ
dδx+

T∫
0

∂L
∂x
δxdt =

∂L
∂ẋ
δx
∣∣T
0 −

T∫
0

d
dt
∂L
∂ẋ
δxdt+

T∫
0

∂L
∂x
δxdt = 0 ≡

∂L
∂x

= d
dt
∂L
∂ẋ
≡ −∂V

∂x
= mẍ ≡ F = ma.

Äîïóñòèì, ìû ìîäåëèðóåì êàêîé-ëèáî ïðîöåññ, âûáèðàÿ øàã ïî âðåìåíè dt. Åñëè
ýòîò ïðîöåññ ìîæíî àäåêâàòíî ïðåäñòàâèòü, âûáðàâ òàêîå dt, ïðè êîòîðîì èçìåíå-
íèå äåéñòâèÿ dS áóäåò íàìíîãî áîëüøå ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~ ≈ 10−27 åðã ñåê., òî â
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Ðèñ. 11: Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ÿäðà Ôåéíìàíà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû.

ôîðìóëå (17) �âûæèâóò� òîëüêî òå òðàåêòîðèè, êîòîðûå áëèçêè ê γclass, ïîòîìó ÷òî
äåéñòâèå ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñðàâíèìî ñ åãî âàðèàöèåé, òàê ÷òî äëÿ îêðóæåíèÿ
(îêðóæåíèå - ýòî ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé, áëèçêèõ ê) íåêëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè, îêà-
æåòñÿ î÷åíü ìàëûì èç-çà áûñòðîé îñöèëëÿöèè ýêñïîíåíòû è âûòåêàþùåãî èç ýòîãî
äåñòðóêòèâíîãî õàðàêòåðà èíòåðôåðåíöèè - ñóììà áóäåò ñîäåðæàòü ëüâèíóþ äîëþ
ñîêðàùåíèé è îêàæåòñÿ ãîðàçäî ìåíüøå âêëàäà îêðóæåíèÿ êëàññè÷åñêîé òðàåêòî-
ðèè.

Åñëè æå äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññà íåîáõîäèìî âçÿòü òàêîé ìàëûé øàã
ïî âðåìåíè dt, ÷òî èçìåíåíèå äåéñòâèÿ íà íåì dS áóäåò ñðàâíèìî ñ ~, ïðèäåòñÿ ó÷è-
òûâàòü è íåêëàññè÷åñêèå òðàåêòîðèè. Ìû ìîæåì îïèñûâàòü ïîëåò ïóëè ñ ïîìîùüþ
êâàíòîâîé ìåõàíèêè, è òîãäà íà ìàëîì dt ïóëÿ áóäåò âåñòè ñåáÿ êàê êâàíòîâûé îáú-
åêò; òî÷íîñòü êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà áóäåò òàêîé æå, êàê è ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå,
íî âû÷èñëèòåëüíûå ñëîæíîñòè ñäåëàþò òàêîé ïóòü íåðàçóìíûì. Èíîå äåëî - äâè-
æåíèå ýëåêòðîíà â àòîìå - çäåñü íàäî ñäåëàòü dt î÷åíü ìàëûì, òàê ÷òî ïðåíåáðå÷ü
íåêëàññè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè óæå áóäåò íåâîçìîæíî.

Èòàê, ìû çäåñü îïèðàåìñÿ íà âîçìîæíîñòü ïðîñòîãî îòáðàñûâàíèÿ î÷åíü ìàëûõ
àìïëèòóä - ìîùíûé ýâðèñòè÷åñêèé ïîäõîä, êîòîðûé â äàëüíåéøåì ñíîâà ïðèâåäåò
íàñ ê íåîáõîäèìîñòè íåêîåãî äåòåðìèíèçìà, íî óæå íå ñâîäèìîãî ê íüþòîíîâñêîé
ìåõàíèêå - ïîñò-êâàíòîâîãî äåòåðìèíèçìà äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì.

Ïîïðîáóåì ñ ïîìîùüþ ôåéíìàíîâñêèõ èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì âûÿñíèòü, êàê
áóäåò âûãëÿäåòü ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîé òî÷å÷íîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ âäîëü îñè OX,
â ìîìåíò t > 0, åñëè â íóëåâîé ìîìåíò îíà íàõîäèëàñü â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ìû ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî òðàåêòîðèè ýêçåìïëÿðîâ ýòîé ÷àñòèöû ïðè ìàëîì t ÿâëÿþòñÿ îòðåçêà-
ìè ïðÿìîé, ïðè÷åì ñêîðîñòü åå äâèæåíèÿ âäîëü ýòèõ îòðåçêîâ ïîñòîÿííà. Òîãäà íà
îòðåçêå äëèíû x ñêîðîñòü áóäåò ðàâíà x/t, è ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ ëàãðàíæè-
àíà äàííîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè, ìû ïîëó÷èì ÿäðî Ôåéíìàíà â âèäå a exp( imx

2

2~t ), ãäå a
êîíñòàíòà. Ãðàôèê âåùåñòâåííîé ÷àñòè äàííîé ôóíêöèè èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 11.
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Ðèñ. 12: Ñòîëêíîâåíèå äâóõ ãàóññèàíîâ; õàîñ ïðè ñòîëêíîâåíèè ñìåíÿåòñÿ âîññòàíîâ-
ëåíèåì âèäà ãàóññèàíîâ â äàëüíåéøåì; ïðîãðàììíûé êîä èç Ìàòåìàòèêè

Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî ñîñòîÿíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ âîëíîé äå Áðîéëÿ

exp

(
ipx

~
− iEt

~

)
â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ýêçåìïëÿðû ÷àñòèöû, äîñòèãøèå òî÷êè x çà âðåìÿ t, áóäóò
èìåòü òîò æå ïåðèîä îñöèëëÿöèé ïî äå-Áðîéëþ, ÷òî è ïî Ôåéíìàíó â 11.

Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû î÷åíü ñóùåñòâåííî íàëè÷èå ýêçåìïëÿðîâ, îáëàäàþùèõ
ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè, ïðè÷åì ðàñïðåäåëåíèå ïî âñåì ñêîðîñòÿì äîëæíî áûòü ðàâ-
íîìåðíûì, òàê ÷òî ëþáàÿ ñêîðîñòü â âèðòóàëüíîì ðîå ýêçåìïëÿðîâ äîëæíà áûòü
ïðåäñòàâëåíà îäèíàêîâûì ÷èñëîì ýêçåìïëÿðîâ.

Äèíàìèêó ñâîáîäíîé ÷àñòèöû íåëüçÿ çàìåíèòü ïðîñòûìè ïåðåìåùåíèÿìè îò îä-
íîé òî÷êè ê ñîñåäíåé íà ìíîæåñòâå òî÷åê âèäà x = ε, 2ε, 3ε, ..., òàê êàê ñâîáîäíàÿ
÷àñòèöà îáëàäàåò ñïîñîáíîñòüþ �ïðûãàòü� ñðàçó ÷åðåç ìíîãî òî÷åê. Ýòà îñîáåííîñòü
äîëæíà ó÷èòûâàòüñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ â òåðìèíàõ ïåðåìå-
ùåíèé ôîòîíà ìåæäó îïòè÷åñêèìè ïîëîñòÿìè, ÷òî ðàçáèðàåòñÿ âî âòîðîé ãëàâå.

1.5 Óïðàæíåíèÿ

1. Îáúÿñíèòü ýôôåêò âîññòàíîâëåíèÿ ôîðìû ÷àñòåé âîëíîâîé ôóíêöèè - ãàóññè-
àíîâ ïðè èõ "ñòîëêíîâåíèè"(ðèñóíîê 12).
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Ðèñ. 13: Ðàñïëûâàíèå ãàóññèàíîâ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé ðàçíîé äèñïåðñèåé; êîä èç Ìàòå-
ìàòèêè

2. Îáúÿñíèòü ýôôåêò ðàçíîé ñêîðîñòè ðàñïëûâàíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà â âèäå ãà-
ìèëüòîíèàíà ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ äèñïåðñèè. Íåò ëè çäåñü ïðîòèâîðå÷èÿ ñ òåîðåìîé î
ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà?
(ñì. ðèñóíîê 13 ). Ñêîðîñòü ðàñïëûâàíèÿ ñèëüíî óìåíüøàåòñÿ îò ëåâîãî ðèñóíêà ê
ïðàâîìó.
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Ðèñ. 14: Ïðèáëèæåíèå Äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà, ñ îãðàíè÷åíèåì ïðîñòðàíñòâåííîãî
ñåãìåíòà; àðãóìåíò p

3. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå äåëüòà - ôóíêöèè Äèðàêà â âèäå

φ(p) = Fe
i
~p0x =

∫ A

−A
e
i
~p0xe−

i
~pxdx

(ñì. ðèñóíîê 14).
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Ðèñ. 15: Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå - ðåçóëüòàò ïîäúåìà äåêàðòîâà ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè
êâàíòîâàÿ Q - âçÿòèÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êè

2 Ëåêöèÿ 2. Êîìïîçèòíûå ñèñòåìû

2.0.1 Òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

Ïðîñòåéøèé ãåéò, ðåàëèçóþùèé óíèòàðíóþ îïåðàöèþ σx, ìû óæå ïîëó÷èëè: íà-
äî ñîçäàòü êâàíòîâóþ òî÷êó, ýâîëþöèÿ êîòîðîé ïîä÷èíÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíó σx, è
ïîäîæäàòü âðåìÿ t = 2π~. Òàêàÿ òî÷êà - çàðÿä â äâóõúÿìíîì ïîòåíöèàëå.

Íî äëÿ ïîëíîöåííûõ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé íàì íóæíû áîëåå ñëîæíûå ãåéòû,
äâóõ-êóáèòíûå. Äëÿ ýòîãî íàäî ââåñòè ïîíÿòèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïóñòü ó íàñ åñòü äâà ìíîæåñòâà (äâà ðåãèñòðà) êóáèòîâ: A è B ïî nA è nB êóáèòîâ
â êàæäîì. Ìíîæåñòâà êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ýòèõ ðåãèñòðîâ: KA = {0, 1, ..., NA−1}
è KB = {0, 1, ..., NB − 1} ñîîòâåòñòâåííî, ãäå NA = 2nA , NB = 2nB . Ïðîñòðàíñòâî
êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ðåãèñòðà A - ýòî LA = CNA , äëÿ ðåãèñòðà B - LB = CNB .
Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì LA ⊗ LB ïðîñòðàíñòâ LA è LB íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
ñîñòîÿíèé êîìïîçèòíîé ñèñòåìû êóáèòîâ A ∪ B - CN , ãäå N = 2n, n = nA + nB. Åãî
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì áóäåò äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå KA × KB (ñì. ðèñóíîê
15).

Îáùèé âèä âåêòîðà èç òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ áóäåò òàêèì:

|Ψ〉 =
∑

j∈{0,1,...,NA−1},k∈{0,1,...,NB−1}

λj,k|jk〉 (19)

Ïóñòü |ΨA〉 =
NA−1∑
a=0

λa|a〉 è |ΨB〉 =
NB−1∑
b=0

λb|b〉 - êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ðåãèñòðîâ A è

B. Îïðåäåëèì èõ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê |ΨA〉⊗|ΨB〉 = |ΨA〉|ΨB〉 =
∑

a∈KA,b∈Kb
λaλb|a〉|b〉.

Áóäåì îïóñêàòü êåò-áðà è ïèñàòü ïðîñòî |ab〉. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ
òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî è îáû÷íîå, ìîæíî òàêæå âûíîñèòü çà ñêîáêè.

Ñîñòîÿíèå êîìïîçèòíîé ñèñòåìû, êîòîðîå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü êàê òåíçîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå |ΨA〉|ΨB〉, íàçûâàåòñÿ çàïóòàííûì. Ïðèìåð òàêîãî ñîñòîÿíèÿ - ÝÏÐ ïàðà:
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|00〉+ |11〉.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ñîñòîÿíèå íå ïðåäñòàâèìî â âèäå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ñîñòîÿíèé îäíîãî è âòîðîãî êóáèòà.

Ïîïðîáóéòå ôîðìàëèçîâàòü âîïðîñ è îòâåòèòü íà íåãî: �Êàêèõ ñîñòîÿíèé áîëü-
øå: çàïóòàííûõ èëè íå çàïóòàííûõ?�

Ïóñòü UA : LA → LA, UB : LB → LB - äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà íà ïðîñòðàí-
ñòâàõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ýòèõ ðåãèñòðîâ. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ îïåðàòîðîâ
UA⊗UB îïðåäåëèì äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ òàê: UA⊗UB|ab〉 = UA|a〉 ⊗UB|b〉, à íà âñå
ïðîñòðàíñòâî ðàñïðîñòðàíèì ïî ëèíåéíîñòè. Ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû òåíçîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ îäíîêóáèòíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå:

UA =

(
a11 a12

a21 a22

)
, UB =

(
b11 b12

b21 b22

)
, UA ⊗ UB =

(
a11UB a12UB
a21UB a22UB

)
,

îáîáùåíèå ýòîãî ïðàâèëà íà áîëåå âûñîêèå ðàçìåðíîñòè î÷åâèäíî. Ìàòðèöà òåíçîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ áóäåò èìåòü ðàçìåðíîñòü, ðàâíóþ ïðîèçâåäåíèþ ðàçìåðíîñòåé
èñõîäíûõ ìàòðèö. Äîêàæèòå ýòî, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ â âèäå ñòîëáöîâ, è ïåðåõîäÿ ê äèðàêîâñêèì îáîçíà÷åíèÿì. Èñïîëüçóéòå åñòå-
ñòâåííîå óïîðÿäî÷åíèå íà áàçèñíûõ âåêòîðà èç òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ: äëÿ îäíîãî
êóáèòà |0〉, |1〉, äëÿ äâóõ êóáèòîâ |00〉, |01〉, |10〉, |11〉. Íà ïðîñòðàíñòâà áîëüøåé
ðàçìåðíîñòè îáîáùåíèå î÷åâèäíî.

Ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

eA⊗I = eA⊗ I, (A⊗ I) · (I⊗B) = A⊗B, eA⊗I · eI⊗B = e(A⊗I)+(I⊗B), [(A⊗ I), (I⊗B)] = 0,

ãäå · îáîçíà÷àåò îáû÷íîå ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå, I - èäåíòè÷íóþ ìàòðèöó.

2.1 ×àñòè÷íûå èçìåðåíèÿ. Ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ

Ðèñ. 16: Ìàòðèöà ïëîòíîñòè.

Äëÿ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì âîçíèêàåò íîâûé âîïðîñ î ÷àñòè÷íîì èçìåðåíèè. Åñ-
ëè ó íàñ èìååòñÿ äâå ÷àñòèöû, íàïðèìåð, äâà êóáèòà, ìû ìîæåì èçìåðèòü òîëüêî îäèí
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Ðèñ. 17: Äâóõ÷àñòè÷íàÿ çàïóòàííîñòü.

èç íèõ, îñòàâèâ âòîðîé íå çàòðîíóòûì. Â êàêîì ñîñòîÿíèè òîãäà îêàæåòñÿ íåçàòðî-
íóòûé èçìåðåíèåì êóáèò? Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà îáðàòèìñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîé
ôîðìå ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîãî êóáèòà è îïðåäåëåííîãî âûøå èçìåðåíèÿ åãî
ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 êàê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Èç ïðàâèëà ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ñðàçó
âûòåêàåò ðàâåíñòâî

pj = 〈j|ρΨ|j〉

Ñëåä ìàòðèöû ïëîòíîñòè áóäåò íàõîäèòüñÿ ïî ôîðìóëå tr(ρΨ) =
∑

j〈j|ρΨ|j〉 è äëÿ
îäíîãî êóáèòà ýòà ñóììà áóäåò ðàâíà 1. Ìû âèäèì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ âèäà 〈a|b〉
âñåãäà äàåò ÷èñëî, ïðè÷åì åñëè a è b - âåêòîðû èç îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ñî-
ñòîÿíèé îäíîãî êóáèòà, ýòî ÷èñëî ðàâíî δab - ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé íóëþ ïðè
a 6= b è åäèíèöå ïðè a = b. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò îáîáùèòü ïðàâèëî ðàáîòû ñ
äèðàêîâñêèìè ñèìâîëàìè íà òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, åñëè ìû ïðèìåì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå a è b äîëæíû îòíîñèòüñÿ ê îäíîé è òîé æå ðåàëüíîé ÷àñòèöå.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ïëîòíîñòè êîìïîçèòíîé ñèñòåìû âèäà

ρ =
∑

j′,j′′,k′,k′′

ρj′,k′,j′′,k′′ |j′, j′′〉〈k′, k′′| (20)

ãäå îäèí øòðèõ îáîçíà÷àåò ïåðâóþ ïîäñèñòåìó, à äâà øòðèõà - âòîðóþ.

Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî ìû èçìåðÿåì ïåðâûé êóáèò è ïîëó÷èëè çíà÷åíèå |j〉. Â
êàêîì òîãäà ñîñòîÿíèè áóäåò íàõîäèòüñÿ âòîðîé êóáèò? Íàì íàäî ïîëó÷èòü ìàòðèöó
ïëîòíîñòè ρ2 âòîðîãî êóáèòà òàê æå, êàê ìû ïîëó÷àëè âåðîÿòíîñòü â ñëó÷àå, êîãäà ó
íàñ áûë òîëüêî îäèí êóáèò: îáêëàäûâàÿ èñõîäíóþ ìàòðèöó ïëîòíîñòè ñëåâà è ñïðàâà.
Òîëüêî òåïåðü îáêëàäûâàòü íàäî òîëüêî ñîñòîÿíèåì ïåðâîãî êóáèòà, ðàâíûì |j〉.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îðòîíîðìèðîâàííîñòü âñåõ ñîñòîÿíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîé
è òîé æå ïîäñèñòåìå, ìû èìååì:
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ρj2 =
∑

j′,j′′k′,k′′

ρj′,k′,j′′,k′′〈j|j′〉|j′′〉〈k′|〈k′′|j〉 = ρj,j,j′′,k′′ |j′′〉〈k′′|

Çàìåòèì, ÷òî ñëåä òàêîé ìàòðèöû íå îáÿçàí áûòü åäèíè÷íûì, òàê êàê ìû àïðèîðè
âûäåëèëè ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ ïåðâîãî êóáèòà |j〉.

Ñóììèðóÿ ïî j, ìû ïîëó÷àåì

ρ2 =
∑
j′′,k′′

rj′′k′′ |j′′〉〈k′′|, rj′′k′′ =
∑
j

ρjjj′′k′′ (21)

Ôîðìóëà (21) äàåò ïðîñòîå ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòà
÷àñòè÷íîãî èçìåðåíèÿ: äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýëåìåíòà ρ2(j′′, k′′) ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïåðâî-
ãî êóáèòà íàäî ïðîñóììèðîâàòü âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïëîòíîñòè îáîèõ êóáèòîâ ñ
íîìåðàìè, ïîëó÷åííûìè âñåâîçìîæíûìè îäèíàêîâûìè äîïîëíåíèÿìè ïàðû j′′, k′′ äî
ïàðû èíäåêñîâ äâóõ-êóáèòíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè.

Îäíàêî ìàòðèöà ρ2, ïîëó÷åííàÿ ïî ôîðìóëå (21), âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå áóäåò
èìåòü âèäà |ψ〉〈ψ| íè äëÿ êàêîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 ïåðâîãî êóáèòà. ×òî óáåäèòüñÿ â
ýòîì, ðàññìîòðèì ïðèìåð: |Ψ〉 = |EPR〉 = 1√

2
(|00〉+ |11〉).

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ |EPR〉 ñóòü
1/2 0 0 1/2
0 0 0 0
0 0 0 0
1/2 0 0 1/2

 (22)

Ñëóøàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èçìåðåíèå âòîðîãî êóáèòà â ýòîì
ñîñòîÿíèè äàåò ìàòðèöó (

1/2 0
0 1/2

)
(23)

Ìàòðèöà (23) èìååò ðàíã 2, è ïîòîìó îíà íå ìîæåò áûòü ìàòðèöåé ïëîòíîñòè íèêà-
êîãî êâàíòîâîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Ìû, òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè
ðàñøèðèòü ïîíÿòèå ñîñòîÿíèÿ. Âåêòîðà-ñîñòîÿíèÿ ìû áóäåò íàçûâàòü ÷èñòûìè, à
�ñîñòîÿíèÿ�, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ìàòðèöàìè, ñõîäíûìè ñ (23), ìû áóäåì íàçûâàòü
ñìåøàííûìè - ñì. Ðèñóíîê 18.

Èòàê, ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå åñòü ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ îäíîé ÷àñòè êàêîãî-ëèáî
âåêòîðà- ñîñòîÿíèÿ êîìïîçèòíîé ñèñòåìû. Äîïóñòèì, âåêòîð-ñîñòîÿíèå êîìïîçèòíîé
äâóõêóáèòíîé ñèñòåìû èìååò âèä:

|Ψ〉 = λ00|00〉+ λ01|01〉+ λ10|10〉+ λ11|11〉.
Åñëè ìû èçìåðÿåì òîëüêî âòîðîé êóáèò, òî ðåçóëüòàò òàêîãî èçìåðåíèÿ äîëæåí áûòü
ëèáî |0〉, ëèáî |1〉. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ p2(0) ïîëó÷èòñÿ |0〉 äëÿ âòîðîãî êóáèòà? Ýòà
âåðîÿòíîñòü, ïî ëîãèêå èçìåðåíèÿ, äîëæíà áûòü ðàâíà p2(0) =

∑
j

|λj0|2. Àíàëîãè÷-

íî, âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü âî âòîðîì êóáèòå |1〉 áóäåò p2(1) =
∑
j

|λj1|2. Ñóììàðíàÿ
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Ðèñ. 18: Ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå - ýòî ðåçåðâóàð ñ ÷èñòûìè ñîñòîÿíèÿìè.

âåðîÿòíîñòü áóäåò, êîíå÷íî, åäèíè÷íîé. Åñëè ïîëó÷èòñÿ âî âòîðîì êóáèòå |0〉, òî â
ïåðâîì, íåçàòðîíóòîì èçìåðåíèåì íåïîñðåäñòâåííî, äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ñîñòîÿíèå
|ψ0〉 = a0

∑
j

λj0|j〉, ãäå íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò a0 = (
∑
j

|λj0|2)−1/2. Àíàëîãè÷-

íî, åñëè âî âòîðîì êóáèòå ïîëó÷èëîñü ñîñòîÿíèå |1〉, òî ïåðâûé êóáèò îêàæåòñÿ â
ñîñòîÿíèè |ψ1〉 = a1

∑
j

λj1|j〉, ãäå íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò a1 = (
∑
j

|λj1|2)−1/2.

Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå |ψ1〉 íå ñîâïàäàåò ñ |ψ0〉, ìû íå ìîæåì ñóììèðîâàòü
ýòè ñîñòîÿíèÿ êàê âåêòîðà â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íî ìîæíî ñóììèðîâàòü
èõ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ââîäÿ äëÿ êàæäîé èç íèõ ñâîé âåñîâîé êîýôôèöèåíò: p2(0)
èëè p2(1). â èòîãå ïîëó÷èì ìàòðèöó �ïëîòíîñòè� âèäà

ρ1 = p2(0)|ψ0〉〈ψ0|+ p2(1)|ψ1〉〈ψ1|. (24)

Ñëóøàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé (21).

Òàêèì îáðàçîì, è â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà ðàçäåëåíà íà äâå ïîäñèñòåìû,
ìàòðèöà �ïëîòíîñòè� ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ âòîðîé ïîäñèñòåìû, íàéäåííàÿ ïî ôîð-
ìóëå (21), áóäåò èìåòü âèä

ρ1 =
∑
k

pk|ψk〉〈ψk|, (25)

ãäå |ψk〉 - âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïåðâîé ïîäñèñòåìû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ
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âòîðîé ïîäñèñòåìû ïðè óñëîâèè, ÷òî ðåçóëüòàò ýòîãî èçìåðåíèÿ äëÿ âòîðîé ïîäñè-
ñòåìû îêàçàëñÿ ðàâíûì |k〉.

Ôîðìóëà (25) çàäàåò îáùèé âèä ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ìû áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρ1. Îäíàêî ïî çàäàííîé ìàòðèöå ïëîòíîñòè ρ1 ðàç-
ëîæåíèå (25) îïðåäåëåíî íå îäíîçíà÷íî. Äåëî â òîì, ÷òî ñèñòåìà, íàõîäÿùàÿñÿ â
÷èñòîì ñîñòîÿíèè |Ψ〉 ìîæåò òàêæå ñ âåðîÿòíîñòüþ |〈Ψ|Φ〉|2 íàõîäèòüñÿ òàêæå è â
äðóãîì ÷èñòîì ñîñòîÿíèè |Φ〉.

Ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â êàêîì-òî ÷èñòîì ñîñòî-
ÿíèè, íî ìû íå çíàåì, â êàêîì èìåííî. Ïîýòîìó åñëè âñå ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ |ψk〉 â
(25) âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, ìåæäó íèìè íåò êîãåðåíòíîñòè, è â ýòîì ñëó÷àå äàííîå
ðàçëîæåíèå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê ôèçè÷åñêè îòëè÷èòü ÝÏÐ- ïàðó 1√
2
(|00〉 +

|11〉) îò ñìåñè âèäà 1
2
|00〉〈00| + 1

2
|11〉〈11|? Èçìåðåíèÿ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå, êàê ìû

âèäåëè, íå ïîçâîëÿþò ýòîãî ñäåëàòü. Íî åñëè èçìåíèòü áàçèñû èçìåðåíèÿ, ýòî ñêàæåò-
ñÿ íà äèàãîíàëè ìàòðèöû ïëîòíîñòè, è ìû ñìîæåì ðàçëè÷èòü ÝÏÐ- ïàðó îò ñìåñè.
Ñëóøàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü âñå äåòàëè ñàìîñòîÿòåëüíî.

Â êàêîì ñëó÷àå ÷àñòè÷íîå èçìåðåíèå îäíîãî êóáèòà â êàêîì-ëèáî ÷èñòîì ñîñòî-
ÿíèè äâóõêóáèòíîé ñèñòåìû äàåò â ðåçóëüòàòå íå ñìåøàííîå, à ÷èñòîå ñîñòîÿíèå?
Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíîå
ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íåçàïóòàííûì.

ÏóñòüM - ìíîæåñòâî êóáèòîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåå èç n êóáèòîâ,
à |Ψ〉 - êàêîå-ëèáî êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ýòèõ êóáèòîâ. Îíî íàçûâàåòñÿ íåçàïóòàííûì,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå M = M1 ∪M2 íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ
ìíîæåñòâà è ñîñòîÿíèÿ |Ψ1〉, |Ψ2〉 íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ, òàêèå ÷òî |Ψ〉 = |Ψ1〉 ⊗ |Ψ2〉.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå |Ψ〉 íàçûâàåòñÿ çàïóòàííûì.

Íàèâíîé ñëîæíîñòüþ ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ ðàçìåð â êó-
áèòàõ íîñèòåëÿ åãî ìàêñèìàëüíîãî çàïóòàííîãî òåíçîðíîãî äåëèòåëÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ,
íàèâíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòîÿíèÿ åñòü ìàêñèìàëüíîå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë s, òàêèõ ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî M1 ⊆ M è ñîñòîÿíèÿ |Ψ1〉, |Ψ2〉 íà M1 è M −M1 ñîîò-
âåòñòâåííî, òàêèå ÷òî |Ψ〉 = |Ψ1〉 ⊗ |Ψ2〉, M1 ñîäåðæèò s ýëåìåíòîâ è |Ψ1〉 ÿâëÿåòñÿ
çàïóòàííûì. Òàêîå ñîñòîÿíèå |Ψ1〉 íàçûâàåòñÿ êâàíòîâûì ÿäðîì ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉, à
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ìíîæåñòâî M1 - íîñèòåëåì ÿäðà.

ßäåð ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, òàê êàê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî s èç îïðåäåëåíèÿ ìî-
æåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûì íàáîðàì M1 êóáèòîâ. Åñòåñòâåííî, äàííîå îïðåäåëåíèå
ìîæåò çàâèñåòü îò î÷åíü ìàëûõ àìïëèòóä, òàê ÷òî ñëîæíîå ñîñòîÿíèå ìîæåò îêà-
çàòüñÿ î÷åíü áëèçêî ê ïðîñòîìó. Îäíàêî åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñîñòîÿíèÿ,
àìïëèòóäû λj êîòîðûõ èìåþò �çåðíèñòûé� âèä

λj = εnj + iεmj, nj,mj ∈ Z,

ýòà áëèçîñòü áóäåò îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé çåðíà ε. Èç äàëüíåéøåãî áóäåò ÿñíî, ÷òî
óñòðåìëÿòü ε ê íóëþ äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì íåëüçÿ, è ïîòîìó íàèâíàÿ ñëîæíîñòü îïðå-
äåëåíà òàêèì îáðàçîì êîððåêòíî. Äàííûé âèä ñëîæíîñòè çàâèñèò îò áàçèñà, â êîòî-
ðîì ìû ðàññìàòðèâàåì ñîñòîÿíèÿ.
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2.2 Òåîðåìà Øìèäòà

Çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå â êîìïîçèòíîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç äâóõ êîìïîíåíò S1 è
S2, èìååò âèä (26) è íåïðåäñòàâèìî â âèäå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

|Ψ〉 =
∑

j=0,...,N−1,k=0,...,M−1

λjk|j1k2〉 (26)

Åãî õðàíåíèå â ïàìÿòè êîìïüþòåðà âåñüìà çàòðàòíî: íàäî õðàíèòü ìàòðèöó λjk
â îòëè÷èå îò ñîñòîÿíèÿ (27),

|Ψ〉 ⊗ |Φ〉 =
N−1∑
j=0

λj|j〉 ⊗
M−1∑
k=0

µk|k〉 =
∑

j=0,...,N−1;k=0,...,M−1

λjµk|jk〉 (27)

ãäå íàäî õðàíèòü â ïàìÿòè âñåãî ëèøü äâà âåêòîðà. Îêàçûâàåòñÿ, åñòü âîçìîæ-
íîñòü áîëåå ýêîíîìè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàïóòàííîñòè, îäíàêî ýòî ïðåäñòàâëåíèå
ãîäèòñÿ ëèøü äëÿ äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, òàê êàê ýòî òðåáóåò èçìåíå-
íèÿ áàçèñà â îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ - ñïåöèàëüíî äëÿ äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî |Ψ〉 ∈
CN ⊗ CM .

À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà (Øìèäò).Äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 âèäà (26) êîìïîçèòíîé ñèñòåìû
ñóùåñòâóþò íîâûå îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû
|J0〉, |J1〉, ..., |JN−1〉; |K0〉, |K1〉, ..., |KM−1〉 â ïðîñòðàíñòâàõ - êîìïîíåíòàõ CN , CM ,
òàêèå ÷òî

|Ψ〉 =
S∑
q=0

αq|Jq〉|Kq〉 (28)

ãäå S = min(N − 1,M − 1), à αq - íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, òàêèå

÷òî
S∑
q=0

|αq|2 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî max(N,M). Ïóñòü |Ψ〉 =
|Ψ1〉|Ψ2〉 - íåçàïóòàííîå ñîñòîÿíèå. Òîãäà òåîðåìà âûïîëíåíà î÷åâèäíûì îáðàçîì.
Ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà |Ψ〉 - çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå.

Ìíîæåñòâî íåçàïóòàííûõ ñîñòîÿíèé N - çàìêíóòî êàê ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |ψn1 〉|ψn2 〉 → |Ψ〉, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè |ψn1 〉 è |ψn2 〉
èìåþò ïðåäåëû |ψ1〉 è |ψ2〉 ñîîòâåòñòâåííî, è ìû áóäåì èìåòü |ψn1 〉|ψn2 〉 → |ψ1〉|ψ2〉 ïðè
n→∞.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òî÷êà â N , ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî êîíöà âåêòîðà |Ψ〉 ìè-
íèìàëüíî, ïóñòü ýòî êîíåö íåíîðìèðîâàííîãî âåêòîðà |Φ0〉: |Ψ〉 = |Φ0〉+ |A〉, òàê ÷òî
‖A‖ åñòü ðàññòîÿíèå îò |Ψ〉 äî N . Ïîñêîëüêó |Φ0〉 ∈ N , ìû èìååì |Φ0〉 = |J0〉|K0〉
äëÿ êàêèõ-òî âåêòîðîâ |J0〉 ∈ CN , |K0〉 ∈ CM ; ýòè âåêòîðû ìû è âîçüìåì â êà÷åñòâå
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íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ â ðàçëîæåíèè (28). Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî â ðàçëîæåíèè |A〉 íå
ïðèñóòñòâóþò íè îäèí èç ýòèõ âåêòîðîâ, òîãäà áóäåò ñäåëàí øàã èíäóêöèè, òàê êàê ñ
|A〉 ìû ïîòîì ïîñòóïèì òàê æå, êàê è ñ |Ψ〉. Åñëè áû â ðàçëîæåíè |A〉 ïðèñóòñòâîâàë
îäèí èç âåêòîðîâ |J0〉, |K0〉, ìû áû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ âåêòî-
ðà |A〉, ïîòîìó ÷òî ìîæíî áûëî áû �îòùåïèòü� îò íåãî åùå íåìíîãî, ÷òî íåâîçìîæíî
â ñèëó âûáîðà |A〉. Äåòàëè ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ñëóøàòåëþ.

Òåîðåìà Øìèäòà äàåò ÷èñëåííóþ õàðàêòåðèñòèêó ìåðû çàïóòàííîñòè êîìïîçèò-
íîãî ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 ∈ CN ⊗ CM êàê ýíòðîïèè âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ |αq|2.
Ýíòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p̄ îïðåäåëÿåòñÿ êàê E(p̄) = −

∑
i

ln(pi)pi.

Ó ýòîé Òåîðåìû åñòü è äðóãîå ïîëåçíîå ñëåäñòâèå - ñóùåñòâîâàíèå òàê íàçûâàåìî-
ãî SV D- ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A â âèäå SAV = D, ãäå S, V - óíèòàð-
íûå ìàòðèöû, à D- äèàãîíàëüíàÿ. Ýòî ðàçëîæåíèå îáîáùàåò òåîðåìó î ïðèâåäåíèè
ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ýðìèòîâûõ è óíèòàðíûõ ìàòðèö; òîëüêî çäåñü ìàòðèöà A -
ïðîèçâîëüíàÿ, äàæå íå îáÿçàòåëüíî êâàäðàòíàÿ, à S è V íèêàê íå ñâÿçàíû, ìîãóò
äàæå èìåòü ðàçíûå ðàçìåðíîñòè. Ýòî ñëåäñòâèå ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðåäñòàâèòü
ìàòðèöó A êàê íàáîð êîýôôèöèåíòîâ λjk èç ðàçëîæåíèÿ (26) ñîñòîÿíèÿ êîìïîçèòíîé
ñèñòåìû; òîãäà S è V áóäóò ìàòðèöàìè ïåðåõîäà ê áàçèñàì |Ji〉 è |Kj〉 â óñëîâèè
Òåîðåìû.

×òî åñëè â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü òîëüêî îäíà èç äâóõ êîìïîíåíò êîìïîçèò-
íîé ñèñòåìû, íàïðèìåð, S1, à äðóãàÿ S2 íàõîäèòñÿ âíå äîñòóïà? Â ýòîì ñëó÷àå ó
íàñ èìååòñÿ, ôàêòè÷åñêè, òîëüêî ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρ1 ïåðâîé ïîäñèñòåìû, òàê ÷òî
ìû äàæå íå çíàåì î ñóùåñòâîâàíèè âòîðîé êîìïîíåíòû. Ìîæíî ëè â ýòîì ñëó÷àå
�âîññòàíîâèòü� ÷èñòîå ñîñòîÿíèå |Ψ〉, òàêîå ÷òî ρ1 = tr2(|Ψ〉〈Ψ|)?

Äà, ýòî ìîæíî ñäåëàòü, è î÷åíü ïðîñòî. Ïóñòü CN - ïðîñòðàíñòâî êâàíòîâûõ ñî-
ñòîÿíèé ïîäñèñòåìû S1 Âîçüìåì åùå îäèí ýêçåìïëÿð S1, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç
S ′1, è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðîñòðàíñòâî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé C

N , âåêòîðà êîòîðîãî
áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè, ÷òî è äëÿ S1, ÷òî íå âûçîâåò íåäîðàçóìåíèé,
òàê êàê ìû â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè âñåãäà ïèøåì ñîñòîÿíèé S1 ïåðâûì, à S

′
1 âòî-

ðûì. Âçÿâ ñîáñòâåííûå ÷èñëà Ai ìàòðèöû ρ1 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå

âåêòîðà |φi〉, ïîëîæèì αi =
√
Ai, è îïðåäåëèì |Ψ〉 ∈ CN ⊗ CN êàê

N−1∑
i=0

αi|φi〉|φi〉.

Òîãäà èç ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè (21) ìû ïîëó÷àåì
ρ1 = tr2(|Ψ〉〈Ψ|).

Èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ ñëåäóåò è ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ìàòðèö S è V â SV D - ðàç-
ëîæåíèè. Íàäî ïðåâðàòèòü ìàòðèöó A â ñîñòîÿíèå |Ψ〉 êîìïîçèòíîé ñèñòåìû, âçÿâ â
ðàçëîæåíèè (26) åå êîýôôèöèåíòû, çàòåì íàéòè åå ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρΨ = |Ψ〉〈Ψ|,
îòíîñèòåëüíûå ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ2 = tr1(ρΨ) è ρ1 = tr2(ρΨ), ó êîòîðûõ áóäóò îäè-
íàêîâûå íàáîðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñîâïàäàþùèå ñ ÷èñëàìè |αi|2 â ðàçëîæåíèè
Øìèäòà äëÿ |Ψ〉, ïîñëå ÷åãî èñêàòü ðàçëîæåíèå Øìèäòà ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉, âûáèðàÿ â
êà÷åñòâå |Ji〉, |Ki〉 ñîáñòâåííûå âåêòîðà îïåðàòîðîâ ρ1 è ρ2.
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2.3 Ïàðàäîêñ êâàíòîâîé ýíòðîïèè

×òî òàêîå ïîðÿäîê â ñëîæíîé ñèñòåìå? Ïîðÿäîê - ýòî àëüòåðíàòèâà õàîñó. Åñëè
ñèñòåìà êëàññè÷åñêàÿ, è p̄ = (p0, p1, ..., pN−1) - ñïèñîê âåðîÿòíîñòåé íàõîæäåíèÿ ýòîé
ñèñòåìû â êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ x0, x1, ..., xN−1, òî ñòåïåíü õàîñà åñòü ýíòðîïèÿ
Øåííîíà

Sh(p̄) = −
N−1∑
i=0

pi ln(pi),

(ñì. Ïðèëîæåíèå). Ïðè äîáàâëåíèè â ñèñòåìó íîâûõ ýëåìåíòîâ êëàññè÷åñêàÿ ýíòðî-
ïèÿ Sh(p̄) ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èòüñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê âîçðàñòè íå ìîæåò.

Êàê îáîáùèòü ýíòðîïèþ Øåííîíà íà ñëó÷àé êâàíòîâîé ñèñòåìû? Åñòåñòâåííûì
îáîáùåíèåì ÿâëÿåòñÿ ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà

N(ρ) = −tr(ρ ln(ρ)),

ãäå ρ - ìàòðèöà ïëîòíîñòè, êîòîðàÿ â êâàíòîâîì ñëó÷àå çàìåíÿåò ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé p̄.

Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå äâóõ êóáèòîâ |Ψ〉 = 1√
2
(|00〉 + |11〉). Åãî ýíòðîïèÿ ðàâíà

íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ýíòðîïèÿ âîîáùå ëþáîãî ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà íóëþ. Äî-
êàæèòå ýòî, ïðèâåäÿ ìàòðèöó ρ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó è ïîêàçàâ, ÷òî ýíòðîïèÿ
ñîñòîÿíèÿ âèäà |j〉〈j|, ãäå |j〉 - îäèí èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ðàâíà íóëþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óäàëèëè âòîðîé êóáèò íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå, òàê ÷òî â
íàøèõ ðóêàõ îñòàëñÿ òîëüêî ïåðâûé êóáèò. Òîãäà ýòîò êóáèò áóäåò íàõîäèòüñÿ â
ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè ρ1 = tr2(|Ψ〉〈Ψ|), è N(ρ1) = ln(2) > 0. Òî åñòü ïðè äîáàâëåíèè
âòîðîãî êóáèòà ýíòðîïèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ óìåíüøèòñÿ.

Ýôôåêò âîçðàñòàíèÿ ïîðÿäêà ïðè ðàñøèðåíèè ñèñòåìû - êîíòðèíòóèòèâíûé, ÷è-
ñòî êâàíòîâûé ýôôåêò. Îí ïðîèñõîäèò èç-çà íàëè÷èÿ çàïóòàííîñòè, êîòîðàÿ ñâÿçû-
âàåò ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå ÷àñòè ñèñòåìû ìíîãèõ òåë.

3 Ëåêöèÿ 3. Êâàíòîâûå ãåéòû

Ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðôåéñ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ïî Ôåéíìàíó îñíîâàí íà
êâàíòîâûõ ãåéòàõ è ìàññèâàõ èç íèõ (quantum gate arrays). Êâàíòîâûé ãåéò - ýòî
óíèòàðíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îäíîãî, äâóõ èëè òðåõ
êóáèòîâ, êîòîðûé ìîæíî ðåàëèçîâàòü ôèçè÷åñêè. Åñëè âçÿòü âñå îäíîêóáèòîâûå ãåé-
òû è äîáàâèòü ê íèì ïî÷òè ëþáîé äâóõ-êóáèòîâûé, íàïðèìåð, ãåéò
CNOT: |x, y〉 → |x, y ⊕ x〉, ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíóþ ñèñòåìó ãåéòîâ: ÷åðåç ãåéòû èç
ýòîãî íàáîðà ìîæíî âûðàçèòü ëþáîå óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ëþáîé, íàïåðåä
çàäàííîé òî÷íîñòüþ (ñì. [9])1.

1Íà êîìáèíàöèÿõ ãåéòîâ ìîæíî ïîñòðîèòü îãðîìíîå ðàçíîîáðàçèå èíòåðåñíûõ îïåðàòîðîâ. Ñëó-
øàòåëü, ëþáÿùèé àëãåáðàè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ, ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê êíèãå [10], ñîäåðæàùåé ìíîãî
èíòåðåñíûõ çàäà÷ íà êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ.
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Ðèñ. 19: R.Feynman

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ çàäà÷à ðåàëèçàöèè ôåéíìàíîâñêîé ñõåìû êâàíòîâûõ âû-
÷èñëåíèé: ðåàëèçàöèÿ îäíîêóáèòíûõ ãåéòîâ è CNOT. Ðàññìîòðèì ãåéò CiNOT, áëèç-
êèé ê CNOT: CiNOT |x, y〉 = eiπx/2CNOT |x, y〉. Ìû ïîêàæåì, êàê ðåàëèçîâàòü îä-
íîêóáèòíûé ãåéò iNOT : |x〉 → i|x ⊕ 1〉 è êâàíòîâûé ãåéò CiNOT íà çàðÿäîâûõ
ñîñòîÿíèÿõ ýëåêòðîíîâ â êâàíòîâûõ òî÷êàõ. Èìåÿ îäíîêóáèòíûå ãåéòû è CiNOT,
ìîæíî ðåàëèçîâàòü è CNOT, òàê êàê îí ïîëó÷àåòñÿ èç CiNOT ïðèìåíåíèåì ê ïåðâî-
ìó êóáèòó îäíîêóáèòíîãî îòíîñèòåëüíîãî âðàùåíèÿ ôàçû e−iπx/2. Äàííàÿ ðåàëèçàöèÿ
CNOT - îäíî èç ïåðâûõ ïðåäëîæåíèé ðåàëèçàöèè çàïóòûâàþùèõ ãåéòîâ íà çàðÿäî-
âûõ ñîñòîÿíèÿõ (ñì. [11]), åå ñõåìà íàèáîëåå ïðîñòà, õîòÿ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûå
òåõíîëîãè÷åñêèå òðóäíîñòè.

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â íåïðåðûâíîé ôîðìå äëÿ îäíîìåðíîé êâàíòîâîé ÷àñòè-
öû èìååò âèä

i~Ψ̇ = HΨ, H =
p2

2m
+ V, p =

~
i

∂

∂x
,

ãäå V = V (x) - ïîòåíöèàë, â êîòîðîì äâèæåòñÿ ÷àñòèöà.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû åñòü ïðîñòåéøàÿ ôîðìà êâàíòîâîé òî÷-
êè. Çàäà÷à Êîøè äëÿ òàêîé ÿìû âûãëÿäèò òàê:

i~Ψ̇ = − ~2

2m

∂2Ψ

∂2x
+ VΨ. Ψ(t, 0) = Ψ(t, L) = 0,Ψ(0, x) = Ψ0(x), x ∈ [0, L] (29)

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè òàêîé ñèñòåìû - ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Hφn = Enφn ñ êðà-
åâûìè óñëîâèÿìè, âçÿòûìè èç (29), âûãëÿäÿò òàê: φn = cn sin(πxn/L), ãäå cn åñòü
íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò, êîòîðûé ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà åäèíèöå

ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:
L∫
0

|φn(x)|2dx = 1.

Ââåäåì ïîíÿòèå êâàíòîâîé òî÷êè. Ýòî ìàëàÿ îáëàñòü â òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðå,
â êîòîðîé ñîçäàí ïîòåíöèàë â âèäå äâóõ ÿì ñ äîñòàòî÷íî âûñîêèì ïîòåíöèàëüíûì
áàðüåðîì ìåæäó íèìè, ïðè÷åì â ýòîì ïîòåíöèàëå ìîæåò íàõîäèòüñÿ îäèí ýëåêòðîí
(ñì. ðèñóíîê 20).
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Ðèñ. 20: Êâàíòîâàÿ òî÷êà â âèäå äâóõ-ÿìíîãî ïîòåíöèàëà

Íàõîæäåíèå ýëåêòðîíà â ïðàâîé ÿìå îçíà÷àåò ñîñòîÿíèå |0〉, â ëåâîé |1〉.

Íåêëàññè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÷àñòèöû â ñèñòåìå àññèìåòðè÷íûõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿì
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 21.

Ãàìèëüòîíèàí òàêîé ñèñòåìû èìååò âèä H = c1I−bσx, ãäå σx - îïðåäåëåííàÿ â (9)
ïåðâàÿ ìàòðèöà Ïàóëè, b > 0. Ñëóøàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåí-
íûìè ñîñòîÿíèÿìè ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà áóäóò

|φ0〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉, |φ1〉 =
1√
2

(|0〉 − |1〉, (30)

ïðè÷åì èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî E0 < E1, òàê ÷òî |φ0〉 áóäåò
îñíîâíûì, à |φ1〉 - âîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèåì. Ìû íàõîäèì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ òàêèì ãàìèëüòîíèàíîì â âèäå

|Ψ(t)〉 = A0e
− iE0t

~ |φ0〉+ A1e
− iE1t

~ |φ1〉 = e−
iE0t
~ (A0|φ0〉+ e−

i(E1−E0)t
~ A1|φ1〉) (31)

è òåïåðü, ó÷èòûâàÿ ÷òî ñîñòîÿíèÿ eiθ|Ψ〉 ôèçè÷åñêè íåðàçëè÷èìû äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
|Ψ〉, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè ãåéòà NOT: |0〉 → |1〉, |1〉 → |0〉
äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîäîæäàòü âðåìÿ 1

2
τ = π~/(E1 − E0).

Èç ôîðìóëû (100) ñëåäóåò, ÷òî áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà â êâàíòîâîé òî÷êå
îñöèëëèðóþò, òî åñòü ïåðåõîäÿò îäíî â äðóãîå |0〉 → |1〉 → |0〉 è |1〉 → |0〉 → |1〉 ñ
ïåðèîäîì τ = 2π~/(E1 − E0), êîòîðûé ìû íàçîâåì ïåðèîäîì îñöèëëÿöèé.

Çäåñü ìû èãíîðèðîâàëè ôàçîâûé ìíîæèòåëü e−
iE0t
~ , êîòîðûé íå èìååò ôèçè÷å-

ñêîãî ñìûñëà, åñëè îïåðàòîð NOT ñîâåðøàåòñÿ äëÿ ëþáûõ ñîñòîÿíèé. Íî ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî NOT ñîâåðøàåòñÿ óñëîâíî, íàïðèìåð, òîëüêî åñëè êàêîé-ëèáî äðóãîé
êóáèò èìååò çíà÷åíèå 1, à åñëè åãî çíà÷åíèå 0, òî NOT íàä x íå ñîâåðøàåòñÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå íàäî ó÷èòûâàòü îáùèé íàáåã ôàçû, è ó÷èòûâàòü äàííûé ìíîæèòåëü.
Íàéäèòå E0 è E1 è íàïèøèòå òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà, ðåàëèçóåìîãî äàí-
íîé ïîäïðîãðàììîé ïðè x = 1 çà âðåìÿ τ/2. Îòâåò: ýòî îïåðàòîð iσx. Â ñëåäóþùåé
ãëàâå ìû ïîêàæåì, êàê ðåàëèçîâàòü îïåðàòîð, áëèçêèé ê CNOT íà àòîìíûõ âîç-
áóæäåíèÿõ, òàì ãàìèëüòîíèàí áóäåò èìåòü îáðàòíûé çíàê, è àíàëîãè÷íûé îïå-
ðàòîð áóäåò èìåòü âèä −iσx.
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Ðèñ. 21: Äâå àññèìåòðè÷íûå ïîòåíöèàëüíûå ÿìû. Íåêëàññè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÷àñòèöû:
åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå - â ÿìå ñ áîëåå âûñîêîé ýíåðãèåé, ÷àñòèöà îñòàåòñÿ â íåé ñ
âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ

Ðåàëèçàöèÿ ãåéòà CiNOT òðåáóåò äâóõ êâàíòîâûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ ïåðïåí-
äèêóëÿðíî äðóã ê äðóãó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 22. Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå
äâóõ ýëåêòðîíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â îäíîé èç ýòèõ òî÷åê, ïðèâîäèò ê
ýôôåêòó èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà â òî÷êå y. Ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ìåæ-
äó ÿìàìè â òî÷êå y îêàçûâàåòñÿ âûøå, åñëè ýëåêòðîí òî÷êè x íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
|1〉, ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà ýëåêòðîí òî÷êè x íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |0〉 â
ñèëó òîãî, ÷òî îòòàëêèâàíèå ýëåêòðîíîâ âûøå íà áëèçêîì ðàññòîÿíèè.

Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïîëîæåíèå ýëåêòðîíà x íàì óäàëîñü êàêèì-òî îáðàçîì çà-
ôèêñèðîâàòü, òàê ÷òî îí íå òóííåëèðóåò ìåæäó ñâîèìè ÿìàìè. Òîãäà ìîæíî ïîäûñ-
êàòü òàêîå âðåìÿ τCiNOT , ÷òî ÷åðåç ýòî âðåìÿ ïðîèçîéäåò ïðåîáðàçîâàíèå CiNOT .
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ðàçíîñòü ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé y- ýëåêòðîíà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïîëîæåíèÿì x - ýëåêòðîíà |0〉 è |1〉, ðàâíà dE0 = E0

1−E0
0 è dE

1 = E1
1−E1

0 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ïåðèîäû îñöèëëÿöèé äëÿ y- ýëåêòðîíà ïðè íàõîæäåíèè x- ýëåêòðîíà
â ïîëîæåíèè |0〉 è |1〉 áóäóò, ñîîòâåòñòâåííî τ0 = 2π~/(dE0) è τ1 = 2π~/(dE1). Ìîæíî,
âàðüèðóÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, ïîäîáðàòü ýòè çíà÷åíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ âðåìåíè τCiNOT â íåãî óêëàäûâàëîñü áû ÷åòíîå ÷èñëî îñ-
öèëëÿöèé ñ âåðõíèì èíäåêñîì 0 è íå÷åòíîå - ñ âåðõíèì èíäåêñîì 1, ÷òî è äàñò íàì
òðåáóåìûé îïåðàòîð CNOT ïðè ôèêñàöèè ïîëîæåíèÿ x- ýëåêòðîíà. Äåòàëè ïðåäî-
ñòàâëÿþòñÿ ñëóøàòåëþ.

Êàê ïðåäîòâðàòèòü òóííåëèðîâàíèå x- ýëåêòðîíà? Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîâûñèâ
ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ìåæäó ÿìàìè â x- òî÷êå òàê, ÷òîáû çà âðåìÿ òóííåëèðî-
âàíèÿ ìåæäó íèìè x- ýëåêòðîíà áûëî ñóùåñòâåííî ìåíüøå τCiNOT , à çàòåì, ïîñëå
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Ðèñ. 22: CiNOT íà çàðÿäîâûõ ñîñòîÿíèÿõ

Ðèñ. 23: The work of two dots implementing CNOT gate

ñîâåðøåíèÿ CiNOT , ñíîâà ñíèçèòü ýòîò áàðüåð äî îáû÷íîãî óðîâíÿ, ÷òî äåëàåòñÿ
âíåøíèì ïîòåíöèàëîì. Òàê ðåàëèçóåòñÿ ãåéò CiNOT . Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ýëåêòðîí, íàõîäÿùèéñÿ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè |φ1〉 â îäíîé òî÷êå, ñïîñîáåí èñ-
ïóñòèòü ôîòîí, ïåðåéäÿ â ñîñòîÿíèå |φ0〉, ÷òî ïîìåøàåò ðåàëèçàöèè ãåéòà CiNOT
ïî äàííîé ñõåìå. Ïîäîáíàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò âñåãäà ïðè ðåàëèçàöèè çàïóòûâàþ-
ùèõ ãåéòîâ - îøèáêè. Äëÿ êîðîòêèõ âû÷èñëåíèé îíè ìîãóò áûòü ïðåíåáðåæèìûìè,
îäíàêî äëÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ äëèííûõ âû÷èñëåíèé îíè ïðåäñòàâëÿþò ïðîáëåìó.
Ìû åùå âåðíåìñÿ ê ýòîé òåìå ïîçæå, ïðè èçó÷åíèè áîëåå ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëåé
êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ.

Èíîé ïóòü ðåàëèçàöèè ãåéòà CNOT ïîêàçàí íà ðèñóíêàõ 24, 25

3.1 Ãåéòû îäíîêóáèòíûå, CNOT,CSign,Λφ è Toffoli

Äîêàæèòå, ÷òî îäíîêóáèòíûå ãåéòû èìåþò âèä

eα
(

ei(φ+ξ)cos(θ) ei(φ+ξ)sin(θ)
−eiφsin(θ) cos(θ)

)
äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ α, ξ, θ, φ. Óêàçàíèå: íàéòè ÷èñëî íåçàâèñèìûõ âåùå-
ñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ óíèòàðíûé îïåðàòîð.

Êàê ïîëó÷èòü êîðåíü èç ãåéòà NOT - òî åñòü òàêîé ãåéò V , ÷òî V 2 = NOT?
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Ðèñ. 24: Ïñåâäî-ïîòåíöèàë ëîâóøêè Ïàóëÿ

Ãåéò CNOT åñòü 1-êîíòðîëèðóåìûé NOT, îí îïðåäåëÿåòñÿ êàê CNOT |x, y〉 =
|x, x⊕ y〉, ãäå ⊕ - ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó CNOT .

2- êîíòðîëèðóåìûé ãåéò U îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Λ2U : |x, y, z〉 =

{
|x, y, z〉 if xy = 0,
|x, y〉U |x〉, if xy = 1

Ïîêàæèòå, ÷òî ãåéò Λ2U ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû êâàíòîâûõ ãåé-
òîâ, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 26.

Óêàçàíèÿ. Ðàññìîòðåòü òîëüêî äåéñòâèÿ ãåéòîâ íà áàçèñíûõ ñîñòîÿíèÿõ.

3.2 Ïîíÿòèå î êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè

Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå êâàíòîâûõ îäíîêóáèòíûõ ãåéòîâ äàåò êâàíòîâàÿ êðèï-
òîãðàôèÿ. Ìû ïîêàæåì åå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä êëàññè÷åñêîé êðèïòîãðàôèåé íà ïðè-
ìåðå êâàíòîâîãî êðèïòîãðàôè÷åñêîãî ïðîòîêîëà BB84, ïåðâîãî èç áîëüøîé ñåðèè
ïîäîáíûõ ïðîòîêîëîâ.

Äàäèì êîðîòêîå ââåäåíèå â çàäà÷ó êðèïòîãðàôèè. Îíà ñîñòîèò â îáåñïå÷åíèè áåç-
îïàñíîé ñâÿçè ìåæäó ïåðåäàþùèì ñóáúåêòîì (Àëèñà) è ïðèíèìàþùèì (Áîá) - ñì. ðè-
ñóíîê 27. Åñëè Àëèñà øëåò Áîáó áèíàðíóþ ñòðîêó e1, e2, ..., òî Åâà (ïîäñëóøèâàòåëü)
ìîæåò ïåðåõâàòèòü åå íà ëèíèè ñâÿçè, ñêîïèðîâàòü è ïåðåñëàòü Áîáó áåç èçìåíåíèé,
òàêèì îáðàçîì óçíàòü èíôîðìàöèþ, íå îáíàðóæèâ ñåáÿ. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîäîá-
íîãî ñöåíàðèÿ ó Àëèñû è Áîáà äîëæåí áûòü îáùèé êëþ÷ü - áèíàðíàÿ ñòðîêà k1, k2, ....
Àëèñà êîäèðóåò ñâîå ñîîáùåíèå, îòïðàâëÿÿ Áîáó íå e1, e2, ..., à e1⊕k1, e2⊕k2, ... è Åâà,
íå çíàÿ êëþ÷à, íå ñìîæåò íè÷åãî ðàñøèôðîâàòü. Áîá æå ëåãêî ýòî ñäåëàåò, ïðèáàâèâ
ki ê ïîëó÷åííîìó ñîîáùåíèþ ei ⊕ ki, è ïîëó÷èâ èñõîäíîå ei. Çàäà÷à êðèïòîãðàôèè,
òàêèì îáðàçîì, ñâîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ ñåêðåòíîãî êëþ÷à k̄.
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Ðèñ. 25: Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåàëèçàöèè ãåéòà CNOT íà ëîâóøêå Ïàóëÿ.
Ëîãè÷åñêèå êóáèòû - ýòî âíóòðåííèå ñîñòîÿíèÿ àòîìîâ; ìåõàíè÷åñêèå îñöèëëÿöèè
àòîìîâ èãðàþò ðîëü àíöèëëû. Ìåòàëëè÷åñêèå ïîëîæèòåëüíûå èîíû â ëîâóøêå ôàê-
òè÷åñêè ôèêñèðîâàíû â ñâîèõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ âäîëü îñè ëîâóøêè; ýòè ÿìû
ñîçäàþòñÿ îñöèëëèðóþùèì ýëåêòðè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, ïîäàâàåìûì íà ïðîâîäà,
èäóùèå âäîëü ëîâóøêè, ÷òî è ñîçäàåò, âìåñòå ñ êóëîíîâñêèì îòòàëêèâàíèåì ìåæäó
èîíàìè, ïñåâäî-ïîòåíöèàë.

Ðèñ. 26: Ðåàëèçàöèÿ 2-êîíòðîëèðóåìîãî ãåéòà ñ ïîìîùüþ CNOT è îäíîêóáèòíîãî V ,
ãäå V 2 = U

Íèêàêîé êëàññè÷åñêèé ìåòîä íå ìîæåò îáåñïå÷èòü áåçîïàñíîå ðàñïðîñòðàíåíèå
êëþ÷à ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå: ëþáîå êëàññè÷åñêîå ñîîáùåíèå ìîæåò áûòü ñêîïèðî-
âàíî. Êîïèðîâàíèå åñòü îòîáðàæåíèå âèäà

Uclon : |Ψ〉|0〉 → |Ψ〉|Ψ〉 (32)

è â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî - áàçîâîãî - ñîñòîÿíèÿ ýòî äåëàåòñÿ ïðîñòûì ïðèìåíåíèåì
îïåðàòîðà CNOT . Îäíàêî åñëè |Ψ〉 - ñóïåðïîçèöèÿ êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, ýòîò
ïðèåì íå ïðîéäåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé óíèòàðíûé
îïåðàòîð U , ÷òî ðàâåíñòâî (32) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉.
Âîçüìåì â êà÷åñòâå |Ψ〉 ñîñòîÿíèå 1√

2
(|0〉+ |1〉). Òîãäà ìû èìååì:

U |Ψ〉|0〉 = 1
2
(|00〉+ 01〉+ |10〉+ |11〉),

U |Ψ〉|0〉 = 1
2
U ||00〉+ U |10〉 = 1

2
(|00〉+ |11〉)

òî åñòü ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, êîïèðîâàíèå êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé íåâîçìîæíî, ïðè÷åì èìåííî ïîòîìó ÷òî
ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñóïðåïîçèöèþ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé. Ýòî ìîæíî ïðàêòè÷åñêè
èñïîëüçîâàòü òàê.
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Ðèñ. 27: Cryptography scheme: quantum key distribution between Alice and Bob

Ïóñòü A = 1√
2
(σx+σz) - ãåéò Àäàìàðà. Àëèñà, ïîìèìî îñíîâíîé �çàãîòîâêè� êëþ÷à

k1, k2, ... ñîçäàåò åùå è ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèíàðíûõ çíàêîâ bas1, bas2, ...,
è êîäèðóåò ëþáîé ki â âèäå ki, åñëè basi = 0 è â âèäå A|ki, åñëè basi = 1. Òàê
çàêîäèðîâàííóþ ñòðîêó bas(k1), bas(k2), ... îíà ïîñûëàåò Áîáó. Åñëè áû Áîá çíàë ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü bas1, bas2, ..., îí áû áûñòðî ðàñøèôðîâàë ïîñëàíèå Àëèñû, íî îí
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå çíàåò. Òîãäà Àëèñà ïîñòóïàåò íåîæèäàííûì îáðàçîì -
îíà ïîñûëàåò Áîáó âòîðîå ïîñëàíèå - ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bas1, bas2, ... - ïî îò-
êðûòîìó êëàññè÷åñêîìó êàíàëó ñâÿçè, êîòîðûé Åâà ñëóøàåò, íî èñêàçèòü íå ìîæåò!
Áîá, åñòåñòâåííî, ñðàçó âîññòàíàâëèâàåò �çàãîòîâêó� êëþ÷à k1, k2, ....

Åñëè Åâà åñòü â êàíàëå, îíà äîëæíà ñâîèì âìåøàòåëüñòâîì èñêàçèòü ñîñòîÿíèÿ
bas(ki)), èíà÷å îíà íè÷åãî íå óçíàåò, òî åñòü ôàêòè÷åñêè, åå â êàíàëå íåò. Êàê óçíàòü,
åñëè ëè Åâà â êàíàëå? Î÷åíü ïðîñòî. Àëèñà øëåò Áîáó çíà÷åíèÿ ki èç íàóãàä âû-
áðàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè i = i1, i2, ... è Áîá, ïðèíÿâ ýòî ñîîáùåíèå, è ñðàâíèâàÿ
ñî ñâîåé ðàñøèôðîâêîé ki, îïðåäåëÿåò ïðèñóòñòâèå Åâû ïî íåñîâïàäåíèþ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðèñóòñòâèå Åâû â êàíàëå ñâÿçè ìîæåò áûòü íàäåæíî äåòåêòèðîâàíî, è åñëè
åå íåò, ìîæíî ïåðåäàâàòü áåçîïàñíî. Â ýòîì ñîñòîèò èäåÿ ïðîòîêîëà BB84. Äàëüøå
ïðèìåíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå óñèëåíèå ñåêðåòíîñòè, êîãäà äàííàÿ ïðîöåäóðà äåëàåò-
ñÿ íå íà âñåé çàãîòîâêå ki à òîëüêî íà åå ÷àñòè, è ò.ä. Ìû íå áóäåì çäåñü âíèêàòü â
äåòàëè.

Êâàíòîâàÿ êðèïòîãðàôèÿ ïðåâðàòèëàñü ñåé÷àñ â îãðîìíóþ îáëàñòü, èçâåñòíî ìíî-
æåñòâî êâàíòîâûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ, è âñå îíè îñíîâàíû íà çàïðåòå
êâàíòîâîãî êëîíèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñîñòîÿíèé. Ìû âèäèì, ÷òî äàæå áåç èñïîëü-
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çîâàíèÿ çàïóòàííîñòè, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà îäíîãî êóáèòà äàåò íàì îùóòèìîå ïðå-
èìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè â îáëàñòè çàùèòû èíôîðìàöèè.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿ-
òèå �êòî-òî çíàåò�. Ýòî - íå ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå, à, ñêîðåå, ãóìàíèòàðíîå è åãî
èñïîëüçîâàíèå â ìàòåìàòèêå íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ êîððåêòíûì. Ïîýòîìó äëÿ îáåñïå-
÷åíèÿ ñåêðåòíîñòè êâàíòîâûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ íåîáõîäèìî ôîðìàëè-
çîâàòü ïîíÿòèå �êòî-òî ÷òî-òî çíàåò�.

Êâàíòîâàÿ ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà äëÿ ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ ρ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

S(ρ) = −tr(ρ log(ρ)).

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå êâàíòîâîé îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè äëÿ ïàðû ìàòðèö ïëîòíîñòè
ρ, σ êàê

S(ρ‖σ) = tr(ρ(log(ρ)− log(σ))

.

Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ ìåæäó äâóìÿ ñóáúåêòàìè A è B òåïåðü ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåíà êàê

I(A : B) = S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB)

ãäå A è B - äâå ÷àñòè îäíîé ñèñòåìû AB, è íèæíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò îòíîñèòåëüíóþ
ìàòðèöó ïëîòíîñòè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

I(A : B) = S(ρAB‖ρA ⊗ ρB).

Ýòî ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ñòåïåíè �çíàíèÿ� ñóáúåêòà A î ñóáúåêòå B.
Îíî, òåì ñàìûì, ïîëíîñòüþ óêëàäûâàåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèé ôîðìàëèçì êâàíòîâîé
òåîðèè. Âîçìîæíàÿ àòàêà íà êâàíòîâûé êðèïòîãðàôè÷åñêèé êàíàë ìîæåò ñîñòîÿòü
ëèáî â èñïîëüçîâàíèè øóìà êàê ïðèêðûòèÿ, ëèáî èñïîëüçîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé íà
êâàíòîâîå îïèñàíèå ñîñòîÿíèé êàê òàêîâîå. Ïåðâûé ìåòîä ðàáîòàåò òîëüêî åñëè óðî-
âåíü øóìà â êàíàëå ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò 12% . Âòîðîé ïóòü ïðåäïîëàãàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå îãðàíè÷åíèé íà êâàíòîâûé ôîðìàëèçì êàê òàêîâîé, ÷òî â ïðîñòûõ ñèñòå-
ìûõ íåâîçìîæíî: ýòè îãðàíè÷åíèÿ íàñòóïàþò òîëüêî â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ. Òàêèì
îáðàçîì, êâàíòîâàÿ êðèïòîãðàôèÿ îáåñïå÷èâàåò íàäåæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ êëþ-
÷à ïðèíöèïèàëüíî áîëåå âûñîêóþ, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ, è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è
äàííûõ îñîáîé âàæíîñòè.

3.3 Êâàíòîâàÿ òåëåïîðòàöèÿ

Òåîðåìà î çàïðåòå êëîíèðîâàíèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè,
äåëàÿ åå àáñîëþòíî íàäåæíûì ñïîñîáîì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Îäíàêî âîçìîæíî
ïåðåìåùåíèå êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ íà ðàññòîÿíèå áåç ïåðåìåùåíèÿ åãî íîñèòåëÿ.
Äëÿ ýòîãî íóæåí ñâîåîáðàçíûé èíôîðìàöèîííûé êàíàë, îáðàçîâàííûé ÝÏÐ ïàðîé
|epr〉 = 1√

2
(|00〉+ |11〉). Ýòîò ïðîòîêîë íàçûâàåòñÿ êâàíòîâîé òåëåïîðòàöèåé.

Îí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ó Àëèñû è Áîáà åñòü ÝÏÐ ïàðà, êóáèòû êîòîðîé ìû
îáîçíà÷àåì èíäåêñàìè A è B ñîîòâåñòâåííî. Ó Àëèñû åñòü, ê òîìó æå, åùå îäèí
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Ðèñ. 28: Ñõåìà òåëåïîðòàöèè

Ðèñ. 29: Âû÷èñëåíèå ðåçóëüòàòà òåëåïîðòàöèè

äîïîëíèòåëüíûé êóáèò, êîòîðûé ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç C â íåèçâåñòíîì ñîñòîÿíèè
λ|0〉 + µ|1〉, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî Àëèñà õî÷åò ïåðåäàòü Áîáó. Ñ ýòîé öåëüþ Àëèñà
ñîâåðøàåò íàä êóáèòàìè C è A îïåðàòîð CNOT , çàòåì íàä C îàí ñîâåðøàåò ïðåîá-
ðàçîâàíèå Àäàìàðà:

|0〉 → 1√
2

(|0〉+ |1〉), |1〉 → 1√
2

(|0〉 − |1〉)

ïîñëå ÷åãî èçìåðÿåò áà ñâîèõ êóáèòà è ïåðåñûëàåò ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ - êëàññè÷å-
ñêîå ñîñòîÿíèå äâóõ êóáèòîâ - Áîáó. Áîá ñïîñîáåí ïî ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè âîññòà-
íîâèòü â ñâîåì êóáèòå íåèçâåñòíîå ñîñòîÿíèå |Ψ〉. Ñõåìà òåëåïîðòàöèè èçîáðàæåíà
íà ðèñóíêå 28.

Êîððåêòíîñòü ðàáîòû òàêîé ñõåìû ïðîâåðÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì, ïðèâåäåííûì íà
ðèñóíêå 29. Çäåñü ïðèíÿò ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ êóáèòîâ: A,B,C, è îïóùåíû íîðìè-
ðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû.

50



(|0A0B〉+ |1A1B〉)(λ|0C〉+ µ|1C〉) =
λ|000〉+ λ|110〉+ µ|001〉+ µ|111〉 →
λ|000〉+ λ|001〉+ µ|101〉+ µ|011〉 →
λ|00〉(|0〉+ |1〉) + λ|11〉(|0〉+ |1〉) + µ|10〉(|0〉 − |1〉) + µ|01〉(|0〉 − |1〉) =
λ|000〉+ λ|001〉+ λ|110〉+ λ|111〉+ µ|100〉 − µ|101〉+ µ|010〉 − µ|011〉

(33)

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâîé òåëåïîðòàöèè íà ïîëÿðèçàöèÿ ôîòîíîâ
áûëà ðåàëèçîâàíà ìåæäó äâóìÿ îñòðîâàìè Êàíàðñêîãî àðõèïåëàãà(ñì. ðèñóíîê 30).

Ðèñ. 30: Êâàíòîâàÿ òåëåïîðòàöèÿ ìåæäó äâóìÿ Êàíàðñêèìè îñòðîâàìè
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4 Ëåêöèÿ 4. Àëãîðèòì Ãðîâåðà

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ ìû äîëæíû òåïåðü êîí-
êðåòèçèðîâàòü âèä òîé ôóíêöèè F , êîòîðóþ ìû ðàíåå íàçâàëè àëãîðèòìîì. Êâàíòî-
âûé àëãîðèòì - ýòî ðèñóíîê, ñîñòîÿùèé èç n ïàðàëëåëüíûõ ïðîâîäîâ, ðàñïîëîæåí-
íûõ äðóã íàä äðóãîì, ñ âûäåëåííûìè íà÷àëàìè è êîíöàìè. Ýòè ïðîâîäà ñîåäèíåíû
ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïåðåìû÷êàìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó
êâàíòîâîìó ãåéòó. Ïðèìåð àëãîðèòìà ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 26.

Êâàíòîâîå âû÷èñëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäàííîìó àëãîðèòìó, åñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âèäà

C0 −→ F0(C0) −→ F1(F0(C0)) −→ . . . −→ FT−1(. . .F0(C0) . . .), (34)

ñîñòîÿùàÿ èç ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèìåíåíèé ãåéòîâ àëãîðèòìà ñëå-
âà íàïðàâî, ãäå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå |C0〉 ïàìÿòè ðàçìåùàåòñÿ â íà÷àëàõ ïðîâîäîâ
ïî êóáèòàì, ñíèçó ââåðõ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâîäà ôàêòè÷åñêè çàäàþò íàïðàâëåíèå
âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà. Êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ïîëó÷àåòñÿ êàê ñîñòîÿíèå êîíå÷íûõ
âåðøèí ïðîâîäîâ. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû îíî ìîæåò áûòü èçìåðåíî, òîãäà ðåçóëü-
òàò ðàáîòû àëãîðèòìà áóäåò áèíàðíîé ñòðîêîé, èëè íå èçìåðÿòüñÿ - â ýòîì ñëó÷àå
àëãîðèòì ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïîäïðîãðàììû, âñòðàèâàÿ åãî â äðóãèå
àëãîðèòìû. ×àñòî ðèñóíêè àëãîðèòìîâ îêàçûâàþòñÿ ïîõîæèìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïàðà-
ìåòðèçîâàòü íàáîð àëãîðèòìîâ ñ ïîìîùüþ ÷èñëà n - ÷èñëà ïðîâîäîâ, ñîâïàäàþùåãî
ñ îáúåìîì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, è íàçûâàòü òàêîé íàáîð åäèíûì àëãîðèòìîì. Â ýòîì
ñëó÷àå ñëîæíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è âûøå.

Âìåñòî èçîáðàæåíèÿ àëãîðèòìà ðèñóíêîì ìîæíî çàäà÷àòü åãî ñëîâàìè: �ñíà÷àëà
äåëàåì ñ ïåðâûì è âòîðûì êóáèòàìè òî-òî è òî-òî, ïîòîì äåëàåì ñ òðåòüèì òî-òî è
ò.ä.� Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç ãåéòîâ ìîãóò áûòü îðàêóëîì - ãåéòîì ñ ìíîãèìè ïå-
ðåìåííûìè, êîòîðûé ðåàëèçóåò íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé óíèòàðíûé îïåðàòîð, òàê
÷òî ìû ôàêòè÷åñêè îïðåäåëèëè è êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ñ îðàêóëîì. Åãî ñëîæíîñòü
îïðåäåëÿåòñÿ äîñëîâíî àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå.

Ìû ðàçáåðåì ëèøü îäèí áûñòðûé êâàíòîâûé àëãîðèòì, íàéäåííûé Ëîâîì Ãðîâå-
ðîì â 1996 ãîäó (ñì. [12]) - àëãîðèòì GSA (Grover search algorithm). Ýòîò àëãîðèòì
ñîäåðæèò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äåòàëåé, è ïîòîìó íà íåì ìîæíî ñàìûì íàãëÿäíûì îá-
ðàçîì ïîêàçàòü âàæíåéøåå ñâîéñòâî êâàíòîâîé äèíàìèêè - ñïîñîáíîñòü êîíöåíòðèðî-
âàòü àìïëèòóäó íà îòäåëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ, ïðè÷åì òåõ, êîòîðûå çàðàíåå íå èçâåñòíû.
Ñêîðîñòü òàêîé êîíöåíòðàöèè íåîáû÷àéíî âåëèêà, òàê ÷òî ýòîò ïðîöåññ íåâîçìîæíî
âîñïðîèçâåñòè íà êëàññè÷åñêîì êîìïüþòåðå.

GSA - ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíòîâûé àëãîðèòì. Îí ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëüþ ñëîæ-
íûõ ïðîöåññîâ íà êâàíòîâîì óðîâíå, ÷òî áóäåò áîëåå ïîäðîáíî ðàçîáðàíî â òðåòüåé
ãëàâå. Òàì æå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðåâðàùåíèÿ àìïëèòóäû êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé
ïðè âû÷èñëåíèè ïî ýòîìó àëãîðèòìó. Çäåñü æå ìû îïèøåì GSA ñ �âíåøíåé� ñòîðî-
íû, â òåðìèíàõ ãèëüáåðòîâà ôîðìàëèçìà. Ýòî îïèñàíèå êîðîòêî è êðàñèâî, è ïîòîìó
íà÷íåì ñ íåãî.

Ïóñòü çàäàíà áóëåâà ôóíêöèÿ f îò n ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì óðàâíåíèå

f(x) = 1 (35)
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èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü xtar, êîòîðûé íàì íàäî íàéòè, îáðàùàÿñü ê ôóíêöèè f
íàèìåíüøåå ÷èñëî ðàç. Åñëè áû ó íàñ áûë êëàññè÷åñêèé êîìïüþòåð, ÷èñëî òàêèõ
îáðàùåíèé áûëî áû ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû íå ìåíüøå N = 2n, òàê êàê ýòî êëàññè-
÷åñêàÿ ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé íåò ëó÷øåãî ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ îòâåòà êðîìå
ïðÿìîãî ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ - âñåõ áóëåâûõ n- îê. Ýòî î÷åâèäíî,
åñëè f çàäàíà íàì â âèäå �÷åðíîãî ÿùèêà�; â ñëó÷àå, åñëè ó íàñ èìååòñÿ ÿâíàÿ ñõåìà
èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, âû÷èñëÿþùàÿ f , íåîáõîäèìîñòü ïåðåáîðà ñòðîãî íå
äîêàçàíà, ïðîñòî íèêàêîãî áîëåå áûñòðîãî ìåòîäà ïîèñêà ðåøåíèÿ (35) äî ñèõ ïîð íå
íàéäåíî.

Íà êâàíòîâîì êîìïüþòåðå ìîæíî íàéòè xtar çà [π
√
N/4] îáðàùåíèé ê ôóíêöèè

f . Åñëè ó íàñ èìååòñÿ êëàññè÷åñêîå óñòðîéñòâî, âû÷èñëÿþùåå f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈
{0, 1}n, èç íåãî ìîæíî ñäåëàòü êâàíòîâûé àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ôóíêöèþ âèäà

fquant : |x, y〉 → |x, f(x)⊕ y〉 (36)

Ïðîäåìîíñòðèðóåì èäåþ òàêîãî ïîñòðîåíèÿ íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåé òîæäåñòâåííîé
ôóíêöèè I : |x〉 → |x〉. Òîãäà Iquant íàçûâàåòñÿ CNOT è äåéñòâóåò êàê CNOT |x, y〉 =
|x, x⊕ y〉. Ìîæíî ïîêàçàòü äëÿ ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãèé êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ íåçà-
âèñèìî, ÷òî òàêîé óíèòàðíûé îïåðàòîð, òåîðåòè÷åñêè, ìîæíî ðåàëèçîâàòü â ëþáîé
èç òåõíîëîãèé; çà äåòàëÿìè ñëóøàòåëü ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê àðõèâó ïðåïðèíòîâ.

Îòðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé âäîëü âåêòîðà |a〉 íàçûâàåòñÿ
çåðêàëüíîå îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíîãî |a〉:

Ia|b〉 =

{
|b〉, åñëè 〈a|b〉 = 0,

− |a〉, åñëè |a〉 = |b〉 (37)

Îïðåäåëåííîå òàê îòîáðàæåíèå ëèíåéíî ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå ïðîñòðàíñòâî; ýòî ïðî-
äîëæåíèå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì Ia.

Îòðàæåíèå ãðàôè÷åñêè èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 31.

Èìåÿ îïåðàòîð fquant, êîòîðûé äåéñòâóåò íà âñå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè áàçèñíûõ
ñîñòîÿíèé, à íå òîëüêî íà îäíî áàçèñíîå, êàê â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ìû ìîæåì ïî-
ñòðîèòü îïåðàòîð îòðàæåíèÿ Ixtar âäîëü âåêòîðà |xtar〉, õîòÿ ñàì ýòîò âåêòîð íàì è
íåèçâåñòåí. Äëÿ ýòîãî ââåäåì àíöèëëó (âñïîìîãàòåëüíûé êóáèò), èíèöèàëèçèðîâàâ
åå ñîñòîÿíèåì |anc〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉), è ïðèìåíèì ê ñîñòîÿíèþ âèäà |Ψ〉|anc〉 îïåðàòîð

fquant. Èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ñîñòîÿíèå Ixtar |Ψ〉|anc〉 è àíöèëëó
ìîæíî âûêèíóòü, íå îïàñàÿñü ïîð÷è òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ, ïîñêîëüêó àíöèëëà, ñûã-
ðàâøàÿ ñâîþ ðîëü âî ââåäåíèÿ ìèíóñà ïðè áàçèñíîì ñîñòîÿíèè |xtar〉 â ñóïåðïîçèöèè
|Ψ〉, ñíîâà ÿâëÿåòñÿ íåçàïóòàííîé ñ îñíîâíûì ìàññèâîì êóáèòîâ.

Çäåñü íàäî ñäåëàòü âàæíîå çàìå÷àíèå. Åñëè áû ìû èíèöèàëèçèðîâàëè àíöèëëó
ñîñòîÿíèåì |0〉, à çàòåì ñîâåðøèëè áû ïðåîáðàçîâàíèå fquant, ÷òîáû çàòåì èçìåíèòü
çíàê ïðè xtar îïåðàòîðîì σz, ïðèìåíåííûì ê àíöèëëå (÷òî áûëî áû åñòåñòâåííî â
êëàññè÷åñêîì êîìïüþòåðå), òî ýòî ñîçäàëî áû, âîîáùå ãîâîðÿ, çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå
ìåæäó îñíîâíûì ìàññèâîì êóáèòîâ è àíöèëëîé, è ïðîñòî âûêèíóòü àíöèëëó áûëî
áû íåëüçÿ: åå èçìåðåíèå ïðèâåëî áû ê íåîáðàòèìîé ïîð÷å îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, è
ìû íå ïîëó÷èëè áû Ixtar |Ψ〉 â èòîãå. Çäåñü íåîáõîäèìî áûëî áû ïðèìåíèòü fquant
åùå ðàç, ÷òîáû àíöèëëà ñíîâà ïåðåøëà â îòäåëüíîå ñîñòîÿíèå |0〉, òî åñòü íà îäíó
èíâåðñèþ âäîëü |xtar〉 ìû ïîòðàòèëè áû äâà âûçîâà ôóíêöèè fquant âìåñòî îäíîãî
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Ðèñ. 31: Îòðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà âäîëü âåêòîðà |a〉.

ïðè íåòðèâèàëüíîé èíèöèàëèçàöèè àíöèëëû; ïðè òàêîé èíèöèàëèçàöèè èçìåíåíèå
íóæíîãî çíàêà â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íà âõîäå ïðîèñõîäèò ñ îäíîâðåìåííîé ÷èñòêîé
àíöèëëû.

Ïîñòðîèì ñîñòîÿíèå âèäà |0̃〉 = 1√
N

N−1∑
j=0

|j〉 - ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ñîâåðøàÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèå Àäàìàðà

H =

(
1/
√

2 1/
√

2

1/
√

2− 1/
√

2

)
(38)

íàä êàæäûì êóáèòîì â ñîñòîÿíèè îñíîâíîãî ìàññèâà n êóáèò |0̄〉 = |00...0〉, ãäå âñå êó-
áèòû èìåþò çíà÷åíèå |0〉 (äîêàæèòå!). Òàêîé îïåðàòîð èíà÷å ìîæíî çàïèñàòü êàê òåí-
çîðíóþ n - íóþ ñòåïåíü îïåðàòîðà H; åãî åùå íàçûâàþò îïåðàòîðîì Óîëøà-Àäàìàðà:
WH = H⊗n.

Ñëóøàòåëü ìîæåò ïîïðîáîâàòü (ýòî íåîáÿçàòåëüíî) âûÿñíèòü îáùèé âèä ýëå-
ìåíòà ìàòðèöû îïåðàòîðà WH: wi,j. Óêàçàíèå: íàäî èñïîëüçîâàòü êóáèòîâîå ïðåä-
ñòàâëåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë i è j.

Äàëåå, ìû óæå âèäåëè, êàê ðåàëèçîâàòü ãåéò Òîôôîëè T : |x, y, z〉 → |x, y, xy⊕z〉
íà ëþáîé òåõíîëîãèè êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà, íà êîòîðîé ìîæíî ðåàëèçîâàòü CNOT
(ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî T âûðàæàåòñÿ ÷åðåç CNOT è îäíîêóáèòíûå ãåéòû).

Ïîêàæåì, êàê ñîâåðøèòü ïðåîáðàçîâàíèå I0̄.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð R, êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ ìàññèâîì ãåéòîâ, ïîêàçàííûì íà
ðèñóíêå 33. Çàâåäåì äîïîëíèòåëüíî n àíöèëë, èíèöèàëèçèðîâàííûõ íóëÿìè, è çà-
íóìåðóåì èõ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè 1, 2, ..., n. è åùå îäèí äîïîëíèòåëüíûé êóáèò½
êîòîðûé íàçîâåì ðåçóëüòàòîì res. Áóäåì ñîâåðøàòü ïðåîáðàçîâàíèå R ïîñëåäîâà-
òåëüíî íàä x, y, z, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé: i-é êóáèò îñíîâíîãî ìàññèâà,i - é
êóáèò àíöèëëû è res ñîîòâåñòâåííî. Çàòåì ñîâåðøèì −σz(res). Â êóáèòå res áóäåò 1
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Ðèñ. 32: Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà R - êàæäîå ïðèìåíåíèå ïîñëå îä-
íîâðåìåííîãî ñäâèãà óïðàâëÿþùèõ ñòðåëîê

Ðèñ. 33: Ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ îïåðàòîð R. Åãî ãëàâíîå ñâîéñòâî: îòîáðàæåíèÿ |000〉 →
|000〉, |100〉 → |111〉, |101〉 → |101〉, |001〉 → |011〉.

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x 6= 0. Äëÿ îáÿçàòåëüíîé î÷èñòêè àíöèëëû ñîâåðøèì âñå
îïèñàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå (ñì. ðèñóíîê 32 ).

Òåïåðü ìû ìîæåì ñîâåðøèòü è I0̃, çàìåòèâ, ÷òî I0̃ = H⊗n I0̄ H
⊗n.

Ïîñëå ýòîãî áóäåì äåëàòü ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà G = −I0̃Ixtar ,
íà÷èíàÿ ñ |0̃〉 [π

√
N/4] ðàç. Ïîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäåò

ñ |xtar〉. Äåéñòâèòåëüíî, âñÿ ýâîëþöèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ n- êóáèòíîé ñèñòåìû áóäåò
ïðîèñõîäèòü â âåùåñòâåííîé ëèíåéíîé îáîëî÷êå äâóõ ïî÷òè îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ
|0̃〉 è |xtar〉, ïðè÷åì G áóäåò äâàæäû èíâåðòèðîâàòü îðèåíòàöèþ ýòîé äâóìåðíîé âå-
ùåñòâåííîé ïëîñêîñòè. Çíà÷èò, G åñòü åå ïîâîðîò íà íåêèé óãîë β, íàéòè êîòîðûé
ìîæíî, ñëåäÿ çà îäíîé åäèíñòâåííîé òî÷êîé, íàïðèìåð, çà êîíöîì âåêòîðà |0̃〉. Ëåã-
êî ïîêàçàòü (ñäåëàéòå ýòî!), ÷òî β = 2 arcsin(1/

√
N). Òåïåðü èç âûñîêîé òî÷íîñòè

ðàâåíñòâà α ≈ arcsin(α) ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî

|xtar〉 ≈ Gτ |0̃〉,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ðàáîòà GSA èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 34.

Èòàê, êâàíòîâûé àëãîðèòì Ãðîâåðà òðåáóåò ïîðÿäêà
√
N îáðàùåíèé ê îðàêóëó,

òî åñòü óñêîðÿåò âû÷èñëåíèå íåèçâåñòíîãî ðåøåíèÿ (35) íà óðîâíå, íåäîñòóïíîì íè-
êàêîìó êëàññè÷åñêîìó êîìïüþòåðó. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [13], ÷òî äàííûé àëãîðèòì
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Ðèñ. 34: Ðàáîòà GSA - ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîâîðîòû íà óãîë, ïðèìåðíî ðàâíûé
2 arcsin(

√
l/N .

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â ñëåäóþùåì òî÷íîì ñìûñëå. Ëþáîé èíîé àëãîðèòì, ðàáî-
òàþùèé ñóùåñòâåííî áûñòðåå, áóäåò äàâàòü íåâåðíûé îòâåò äëÿ ïåðåáîðíîé çàäà÷è
(35) äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ôóíêöèé f (Ñì. òàêæå [14], [15]).

Åñëè óðàâíåíèå (35) èìååò íåñêîëüêî ðåøåíèé: x1, x2, ..., xl, òî â òî÷íîñòè ïî-
âòîðèâ ñõåìó GSA, òîëüêî âçÿâ τ = [4π

√
N/l], ìû ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå õîðîøåå

ïðèáëèæåíèå ñîñòîÿíèÿ |Xtar〉 = 1√
l

l∑
j=1

|xj〉, ïîñëå ÷åãî èçìåðåíèå ïîçâîëèò íàì

íàéòè îäíî èç xj. Ïðîâåðüòå ýòîò ôàêò, óáåäèâøèñü, ÷òî âñå ðàññóæäåíèÿ ñîõðà-
íÿòñÿ, òîëüêî xtar íàäî çàìåíèòü íà Xtar ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êîððåêöèåé âðåìåíè
τ .

Åñëè l íàì íåèçâåñòíî (ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ñëó÷àé), ìîæíî èòåðèðîâàòü ñõå-
ìó GSA, ïðîèçâîäÿ τs îïåðàöèé GSA äëÿ τs = 2s, ïîñëåäîâàòåëüíî, äëÿ s = 1, 2, ...
(ñì. ðèñóíîê 35). Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî øàãîâ òàêîãî èòåðàöèîííîãî ïðèìåíåíèÿ
GSA áóäåò èìåòü ïîðÿäîê O(

√
N/l), òî åñòü êîðíÿ èç êëàññè÷åñêîãî âðåìåíè. Ýòî

- ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êâàíòîâîå óñêîðåíèå äëÿ áîëüøèíñòâà êëàññè÷åñêèõ àë-
ãîðèòìîâ ïðè íåîãðàíè÷åííîé äëèíå âû÷èñëåíèÿ - ìû ïîêàæåì ýòî íèæå; åñëè æå
ðàññìîòðåòü êîðîòêèå êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû, èõ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, íåëüçÿ
óñêîðèòü íà êâàíòîâîì êîìïüþòåðå äàæå íà îäèí øàã (ñì. [6]).

4.1 Íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà Ãðîâåðà

Àëãîðèòì Ãðîâåðà èìååò íåïðåðûâíóþ âåðñèþ, êîãäà ïîëó÷åíèå êîíå÷íîãî ñîñòî-
ÿíèÿ |xtar〉 = |w〉 ïðîèñõîäèò êàê óíèòàðíàÿ ýâîëþöèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â äâóìåðíîì
ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì âåêòîðàìè |w〉 è |0̃〉 ïîä äåéñòâèåì ãàìèëüòîíèàíà

H +
1√
2

(|0̃〉〈0̃|+ |w〉〈w|)
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Ðèñ. 35: Äîñòàòî÷íî äîñòè÷ü �íåèñïîð÷åííîé� çîíû îêðóæíîñòè

ãäå |0̃〉 = 1
N

N−1∑
j=0

|j〉. Ìû èìååì: 〈0̃|w〉 = sin(α) = 1√
N
. Ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà H â

ñòàíäàðòíîì áàçèñå èìååò âèä

|w〉〈w| =
(

0 0
0 1

)
, |0̃〉〈0̃| =

(
cos α
−sin α

)(
cos α −sin α

)
=

(
cos2 α −cos α sin α

−cos α sin α sin2 α

)
.

Íàõîäÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè H, ïîëó÷àåì E1,2 = 1√
2
± sin(α/2), òàê ÷òî

ðàçíèöà ìåæäó îñíîâíûì è âîçáóæäåííûì óðîâíÿìè ñîñòàâëÿåò 2 sin(α/2) ÷òî ñ
áîëüøîé òî÷íîñòüþ ðàâíî α. Îòñþäà, ðåøàÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ H, ïîëó÷à-
åì, ÷òî çà âðåìÿ ïîðÿäêà

√
N èç ñîñòîÿíèÿ |0̃〉 ýâîëþöèÿ ïðèâåäåò íàñ â ñîñòîÿíèå |w〉,

òî åñòü íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà Ãðîâåðà äàåò òî æå óñêîðåíèå êëàññè÷åñêîãî
âû÷èñëåíèÿ, ÷òî è ñòàíäàðòíàÿ âåðñèÿ.

4.2 Êâàíòîâîå óñêîðåíèå êëàññè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé è åãî ïðå-

äåëû

Êâàíòîâîå óñêîðåíèå êëàññè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âðåìÿ ïîèñêà
ðàøåíèÿ êàêî-ëèáî çàäà÷è íà êâàíòîâîì êîìïüþòåðå ìåíüøå ÷åì àíàëîãè÷íîå âðåìÿ
íà ëþáîì èç êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ (ñì. ðèñóíîê 36).

Åñëè ãîâîðèòü êðàòêî, êâàíòîâîå óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé ñîñòîèò âîò â ÷åì. Äî-
ïóñòèì, ìû èìååì íåêèé àáñòðàêòíûé êâàíòîâûé êîìïüþòåð, â êîòîðîì ðåàëèçóåò-
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Ðèñ. 36: Êâàíòîâîå óñêîðåíèå êëàññè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ xtar ïîëó÷àåòñÿ, åñëè êâàí-
òîâîå âðåìÿ ïîèñêà ìåíüøå êëàññè÷åñêîãî: tquant < tclass.

ñÿ ïîä íàøèì êîíòðîëåì íàä ãàìèëüòîíèàíîì H ýâîëþöèÿ exp(− i
h
Ht). Ìîæåì ëè

ìû ñ ïîìîùüþ òàêîãî óñòðîéñòâà ïðåäñêàçàòü áóäóùåå ïðîèçâîëüíîé êëàññè÷åñêîé
ñèñòåìû? È åñëè äà, òî íàñêîëüêî áûñòðî? Ê ýòîìó âîïðîñó, ïî-ñóùåñòâó, ñâîäèò-
ñÿ âàæíåéøàÿ ïðîáëåìà âåðèôèêàöèè òîãî ôàêòà, ÷òî êòî-ëèáî ïîñòðîèë èìåííî
êâàíòîâûé êîìïüþòåð, à íå ïîääåëàë åãî ðàáîòó ñ ïîìîùüþ ñïðÿòàííîãî â ïîäâàëå
ñóïåðêîìïüòåðà.

Èìåííî ýòî íàçûâàåòñÿ êâàíòîâûì óñêîðåíèåì êëàññè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ. Ìû
ïîêàæåì, ÷òî åñëè ïîíèìàòü ïîä êëàññè÷åñêîé ñèñòåìîé êîíêðåòíóþ ôóíêöèþ f :
K −→ K èç êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâî â ñåáÿ (çàêîí êëàññè÷åñêîé ýâîëþöèè),
òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, íà êàêîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè t ìû
ðàññìàòðèâàåì ïðåäñêàçàíèå. Åñëè íå íàêëàäûâàòü íà t íèêàêîãî îãðàíè÷åíèÿ, òî
êâàíòîâîå âðåìÿ áóäåò èìåòü ïîðÿäîê íå ìåíüøå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç êëàññè÷åñêî-
ãî, òî åñòü êâàíòîâîå óñêîðåíèå äëÿ áîëüøèíñòâà êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ íå ïðåâçîéäåò
ãðîâåðîâñêîãî - äëÿ ïåðåáîðà.

Åñëè æå ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âðåìÿ t áûëî äîñòàòî÷íî ìàëûì (ïî ñðàâíåíèþ ñ
÷èñëîì âñåõ âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé êîìïüþòåðà), ó íàñ ïîëó÷èòñÿ ñîâñåì óäèâè-
òåëüíûé ôàêò: êâàíòîâûé êîìïüþòåð ïîòðàòèò íà ìîäåëèðîâàíèå òàêîå æå âðåìÿ,
êàêîå çàíèìàåò ñàìà êëàññè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ (ñì. [6]).

Êâàíòîâûé Àõèëëåñ ìîæåò íå äîãíàòü êëàññè÷åñêóþ ÷åðåïàõó!

Ìû ïîêàæåì, êàê óñòàíàâëèâàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà â êâàäðàòíûé êîðåíü èç êëàñ-
ñè÷åñêîãî âðåìåíè äëÿ êâàíòîâîé ñëîæíîñòè íàõîæäåíèÿ ðåçóëüòàòà èòåðàöèé êëàñ-
ñè÷åñêîãî îðàêóëà. Çàìåòèì, ÷òî òàêèå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíûå
ïðåäåëû ñêîðîñòè �êâàíòîâîãî Àõèëëåñà�; èõ íåâîçìîæíî ïðåîäîëåòü íèêàêèì ñîâåð-
øåíñòâîâàíèåì åãî ñòðóêòóðû.

Èòàê, êëàññè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èòåðàöèè íåêîòîðîé ôóíê-
öèè f , òàê ÷òî îíà èìååò âèä

x0 −→ f(x0) −→ f(f(x0)) −→ . . . −→ fk(x0) −→ . . . −→ fT (x0),
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Ðèñ. 37: Êâàíòîâûé Àõèëëåñ è êëàññè÷åñêàÿ ÷åðåïàõà

ãäå ÷åðåç fk(x0) îáîçíà÷åíà k- êðàòíàÿ èòåðàöèÿ f . Çíà÷åíèå x0 íå èãðàåò â äàííîì
ñëó÷àå íèêàêîé ðîëè, òàê ÷òî ìû ïèøåì ïðîñòî fk.

Êâàíòîâûé êîìïüþòåð, íàø Àõèëëåñ - ñì. ðèñóíîê 37, èìååò â ñâîåì ðàñïîðÿ-
æåíèè ôóíêöèþ f , è ìîæåò åå èñïîëüçîâàòü êàê êâàíòîâûé îðàêóë Quf : |x, y〉 −→
|x, y⊕f(x)〉. Âñå ñëîâà fk ïðèíàäëåæàò áàçèñíûì ñîñòîÿíèÿì êâàíòîâîãî ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà, òàê ÷òî ëþáîå èç ýòèõ ñëîâ ìîæíî ïîäñòàâèòü âìåñòî x èëè y. Èòàê,
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî fk ïðèíàäëåæàò áàçèñíûì ñîñòîÿíèÿì íàøåãî êîìïüþòåðà.
Òîãäà, ïîñëå íàäëåæàùåé ãðóïïèðîâêè íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îïåðàöèé â âû-
÷èñëåíèè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå òàêîå ñîñòîÿíèå e âûçûâàåò îðàêóë f íà
íåêîòîðîì ñëîâå q(e) èç òîãî æå íàáîðà (ãðóïïèðîâêà íåîáõîäèìà, ÷òîáû â êàæäîé
ãðóïïå áûëî ðîâíî îäíî âîïðîñíîå ñîñòîÿíèå).

Ìû ìîæåì ãðóïïèðîâàòü ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè, êàê óãîäíî; íàì íóæíà òîëü-
êî óíèòàðíîñòü âñåõ êâàíòîâûõ ïåðåõîäîâ, èñïîëüçóþùàÿñÿ â äàëüíåéøèõ íåðàâåí-
ñòâàõ. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå

|Ψ〉 =
∑
j

λj|j〉

íàøåãî Àõèëëåñà âûçîâåò îðàêóë f íà ñëîâå a, áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ïî ôîðìóëå

δa(Ψ) =
∑

j: q(j)=a

|λj|2,

âûòåêàþùåé èç ïðàâèëà Áîðíà. Ïîëîæèì da(Ψ) =
√
δa(Ψ).

Âñÿ ñêîðîñòü Àõèëëåñà - â ýòîì ïàðàëëåëèçìå! Îí ìîæåò äîãíàòü ÷åðåïàõó -
êëàññè÷åñêîå âû÷èñëåíèå - ëèøü çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ñïðàøèâàåò îðàêóë ñðàçó íà âñåõ
ñëîâàõ, à íå òîëüêî íà îäíîì, êàê îíà. Íî ïîñìîòðèì, ÷òî åìó óäàñòñÿ ñäåëàòü?

Êàê îïðåäåëèòü ðàçíèöó ìåæäó äâóìÿ ñòðàòåãèÿìè êëàññè÷åñêîé ÷åðåïàõè: ôóíê-
öèÿìè f è g, êîòîðûå îïðåäåëÿþò êëàññè÷åñêóþ äèíàìèêó? Ñàìîå åñòåñòâåííîå -
îáîáùèòü îïðåäåëåíèå da(Ψ), è îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòðàòåãèÿìè ÷åðåïàõè
êàê

dΨ(f, g) = [
∑

a: f(a) 6=g(a)

δa(Ψ)]1/2.
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Ðèñ. 38: Âû÷èñëåíèÿ ñ äâóìÿ îðàêóëàìè

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî

‖Quf (Ψ)−Qug(Ψ)‖ ≤ 2dΨ(f, g). (39)

Â ýòîé îöåíêå - ñëàáàÿ ñòîðîíà Àõèëëåñà. Îïåðàòîð âîïðîñà ê îðàêóëó Quf - óíèòà-
ðåí, è ýòî ñâÿçûâàåò êâàíòîâóþ ñêîðîñòü. Ïîñêîëüêó ìû àíàëèçèðóåì âîçìîæíîñòè
êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ïî îòíîøåíèþ êî âñåì êëàññè÷åñêèì, íàøà ÷åðåïàõà ìîæåò
ïðèìåíèòü, òàê ñêàçàòü, îáìàííûé õîä. ×òî áóäåò, åñëè èçìåíèòü çíà÷åíèå f òîëüêî
íà îäíîì ñëîâå? Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, èçìåíèò è çíà÷åíèå êîíå÷-
íîãî ñîñòîÿíèÿ fT . Íî ñìîæåò ëè íàø Àõèëëåñ óëîâèòü ïîäìåíó? Åñëè åãî êâàíòîâûå
ñîñòîÿíèÿ áóäóò ìàëî îòëè÷àòüñÿ ïðè ðàáîòå ñ ýòèìè äâóìÿ îðàêóëàìè, îí íå ñìîæåò
èõ ðàçëè÷èòü ïðè èçìåðåíèè, è áóäåò îáìàíóò! Èëëþñòðàöèÿ ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå
38.

Ðàññìîòðèì äâà ïóòè Àõèëëåñà: ñ îðàêóëîì f è ñ îðàêóëîì g ñîîòâåòñòâåííî:

Ψ0 −→ Ψ1 −→ . . . −→ Ψt,
Ψ′0 = Ψ0 −→ Ψ′1 −→ . . . −→ Ψ′t,

(40)

Ïóñòü f äåéñòâóþò âñþäó îäèíàêîâî, êðîìå îäíîãî ñëîâà a, íà êîòîðîì f(a) 6=
g(a). Èç íåðàâåíñòâà (39) ïðîñòîé èíäóêöèåé ïî t íåïîñðåäñòâåííî óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî

‖Ψt −Ψ′t‖ ≤ 2
t−1∑
i=0

da(Ψi). (41)

Òåïåðü íàì íàäî âûáðàòü a òàê, ÷òîáû äîñòàâèòü Àõèëëåñó ìàêñèìóì íåóäîáñòâ.
Îïðåäåëèì ìàòðèöó

aij = δfj(Ψi), i = 1, 2, . . . , t; j = 1, 2, . . . , T.

Çäåñü t - âðåìÿ Àõèëëåñà, à T - âðåìÿ ÷åðåïàõè; T/t - êîýôôèöèåíò êâàíòîâîãî óñêî-
ðåíèÿ. Êàê ñâÿçàíû ýòè âðåìåíà? Ìàêñèìàëüíîå íåóäîáñòâî äëÿ íàøåãî Àõèëëåñà

áóäåò äîñòàâëåíî âîò òàêèì âûáîðîì a = f τ , ãäå τ âûáðàíî òàê, ÷òî
t∑
i=1

aiτ ≤ t/T .

Ýòî âîçìîæíî ïîòîìó, ÷òî ñóììà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî ëþáîé ñòðîêå ðàâíÿåòñÿ
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1 - ýòî ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü; çíà÷èò, ñóììà âñåõ âîîáùå ýëåìåíòîâ áóäåò íå áîëüøå t.
Òåïåðü ìû èìååì

‖Ψt −Ψ′t‖ ≤ 2
∑
i

√
aiτ ≤ 2

√
t
∑
i

aiτ ≤ 2t/
√
T .

Âòîðîé ïåðåõîä çäåñü âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà ìåæäó íîðìàìè â ïðîñòðàíñòâàõ l1
è l2, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ìû ïðåäîñòàâëÿåì ñëóøàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
Ìû âèäèì, ÷òî åñëè t = o(

√
T ), òî Àõèëëåñ ïðîèãðàë, ïîòîìó ÷òî îí íå ñìîæåò

îòëè÷èòü ïîëîæåíèå êëàññè÷åñêîé ÷åðåïàõè fT îò èíûõ. Òî åñòü íåâîçìîæíî ïîëó-
÷èòü áîëåå ÷åì êâàäðàòè÷íîå êâàíòîâîå óñêîðåíèå äëÿ áîëüøèíñòâà êëàññè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ.

Åñòü è íèæíèå ãðàíèöû êâàíòîâîé ñëîæíîñòè èíîãî òèïà. Íàïðèìåð, óñòàíàâëè-
âàþùèå, ÷òî êâàíòîâûé êîìïüþòåð íå ìîæåò ðåøèòü ïåðåáîðíóþ çàäà÷ó ñóùåñòâåííî
áûñòðåå, ÷åì ïî àëãîðèòìó Ãðîâåðà (ñì. [14], [15]), à òàêæå, ÷òî ëþáîé êâàíòîâûé àë-
ãîðèòì, áîëåå áûñòðûé, ÷åì ãðîâåðîâñêèé, äîëæåí ïî÷òè äëÿ âñåõ ïåðåáîðíûõ çàäà÷
äàâàòü îøèáî÷íûé îòâåò (ñì. [13]).

Áîëåå äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå êâàíòîâîãî âû÷èñëåíèÿ [6] ïîêàçûâàþò, ÷òî Àõèë-
ëåñ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, âîîáùå íå ñïîñîáåí îáîãíàòü ÷åðåïàõó êëàññè÷åñêîãî
êîìïüþòåðà.

Òåîðåìà ([6]).

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èòåðàöèÿ äëèíû O(N1/7) ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî èç
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �÷åðíîãî ÿùèêà� F ìîæåò áûòü óñêîðåíà õîòÿ áû íà
åäèíèöó íà êâàíòîâîì êîìïüþòåðå, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà, ñòðåìÿùåãîñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâîå óñêîðåíèå êëàññè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåäêèì
ôåíîìåíîì. Îíî èìååò ìåñòî äëÿ àëãîðèòìîâ òèïà ïåðåáîðà, òåõ ñàìûõ, êîòîðûå äî-
ïóñêàþò óñêîðåíèå ñ ïîìîùüþ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (ñì. [16]). Çàäà÷à òèïà èòåðàöèé,
ðàññìîòðåííàÿ íàìè, îòíîñèòñÿ ê òèïó GMSP (ñì. [17]) è â îáùåì ñëó÷àå íå äîïóñêàåò
òàêîãî òèïà óñêîðåíèÿ; äëÿ íåå êâàíòîâûé êîìïüþòåð îêàçûâàåòñÿ, â ïîäàâëÿþùåì
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, íå ëó÷øå êëàññè÷åñêîãî.

Ýòî - êîñâåííîå ñâèäåòåëüñòâî òîãî, ÷òî êâàíòîâûé è êëàññè÷åñêèé ïàðàëëåëèçì
áëèçêè äðóã äðóãó. ×òî ïîäêðåïëÿåò óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî è ïîïûòêè íàéòè êàêèå-
ëèáî ôîðìû äåòåðìèíèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êâàíòîâûõ ýâîëþöèé, ïðåäïðèíèìàâøè-
åñÿ íàìè â òðåòüåé ãëàâå, íå ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ëèøü ìàòåìàòè÷åñêèìè óïðàæíåíèÿìè.

5 Ëåêöèÿ 5. Äèñêðåòèçàöèÿ ôóíêöèé è îïåðàòîðîâ

Äëÿ ðåàëèçàöèè ãëàâíîãî íàçíà÷åíèÿ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà - ìîäåëèðîâàíèÿ
ðåàëüíûõ ìèêðî ïðîöåññîâ, íàì íàäî íàó÷èòüñÿ ïåðåõîäèòü îò èõ ñòàíäàðòíîãî, àíà-
ëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ê äèñêðåòíîìó. Â êîïåíãàãåíñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîñòî-
ÿíèå îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ(x, t), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå
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Øðåäèíãåðà i~Ψ̇ = HΨ, ãäå H - íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ýíåðãèè, êîòîðûé äëÿ åäè-
íè÷íîé ÷àñòèöû â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå (x, y, z) èìååò âèä

H =
p2

2m
+ V (x), p =

~
i
∇, ∇ = grad =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
(42)

ãäå p - îïåðàòîð èìïóëüñà ÷àñòèöû, V - ïîòåíöèàë, â êîòîðîì îíà äâèæåòñÿ.

Ãëàâíûé ýòàï - ïðåäñòàâëåíèå òàê íàçûâàåìîé âîëíîâîé ôóíêöèè ê âåêòîðó ñî-
ñòîÿíèÿ.

Åñëè èìååòñÿ àáñòðàêöèÿ - âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ(x) îò íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé
x, åå ìîæíî ñäåëàòü ðåàëèñòè÷íîé, åñëè ââåñòè äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x = x0, x1 = x0 + dx, x2 = x0 + 2dx, ..., xN = x0 + Ndx, à çàòåì
ïðåäñòàâèòü ïðèáëèæåííî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ Ψ(x) êàê

Ψ(x) ≈
N−1∑
j=0

Ψ(xj)dj(x), (43)

ãäå dj(x) - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ j- ãî îòðåçêà [xj, xj+1], j = 0, 1, ..., N − 1
(ñì. ðèñóíîê 39). Ó÷èòûâàÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé 〈f |g〉 =∫
R

f̄ g dx, ìû ìîæåì ïðîíîðìèðîâàòü îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû dj, ïîëó÷èâ îðòîíîðìè-

ðîâàííûé áàçèñ |j〉 = dj/
√
dx, è îïðåäåëèâ λj = Ψ(xj)

√
dx, ïðèäåì ê ïðåäñòàâëåíèþ

íàøåé ôóíêöèè â âèäå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 =
N−1∑
j=0

|j〉. Äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè,

îïðåäåëåííîé íà ïðîñòðàíñòâå R2 èëè R3, âìåñòî
√
dx áóäåò ñòîÿòü

√
dx2 èëè

√
dx3

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïåðåõîä îò äèñêðåòíîé çàïèñè ê íåïðåðûâíîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå ñóììû çàìå-
íÿþòñÿ èíòåãðàëàìè, à ïåðåìåííûå ñóììèðîâàíèÿ - ïåðåìåííûìè èíòåãðèðîâàíèÿ.
Íàïðèìåð, ôîðìóëà (43) ïðåâðàòèòñÿ â Ψ(x) =

∫
R

Ψ(y)δy(x)dy ãäå δy(x) åñòü ïðåäåë

ôóíêöèé dj(x) ïðè dx→ 0, òàê ÷òî xj → y. Òàêîãî ïðåäåëà, êîíå÷íî, íå ñóùåñòâóåò
â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå - ñðåäè îáû÷íûõ ôóíêöèé, òàê êàê ïðè dx → 0 ôóíê-
öèÿ dj(x) ïðåâðàòèòñÿ â èãëó áåñêîíå÷íî âûñîêóþ è áåñêîíå÷íî òîíêóþ. Ýòî - òàê
íàçûâàåìàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ Äèðàêà (ñì. ïàðàãðàô 1.5, óïðàæíåíèå 3).

Ýòà ïðîöåäóðà äèñêðåòèçàöèè âñåãäà áóäåò èìåòüñÿ â âèäó ïî óìîë÷àíèþ. Áî-
ëåå òîãî, ñîâåðøàÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå D êîîðäèíàòû x, ÷òî ýêâèâàëåíòíî
âûáîðó íîâûõ åäèíèö èçìåðåíèÿ äëèíû, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòðåçîê îïðåäå-
ëåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè [x0, xN ] ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [0, 1], à N = 2n, òàê ÷òî
xj = j/N, j = 0, 1, ..., N − 1 è áóäåì çàïèñûâàòü ïðèáëèæåííîå, ñ òî÷íîñòüþ 1/N ,
çíà÷åíèå êîîðäèíàòû x â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèíàðíûõ çíàêîâ äâîè÷íîãî ðàç-

ëîæåíèÿ j =
n∑
k=1

2n−kek, òî åñòü â âèäå áèíàðíîé ñòðîêè |e1e2...en〉, ek ∈ {0, 1}.

Ëþáàÿ òàêàÿ ñòðîêà åñòü áàçèñíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû n êóáèòîâ (êâàíòîâûõ áè-
òîâ), ïîýòîìó äàííîå äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé áóäåì íàçûâàòü
êóáèòîâûì. Â êóáèòîâîì ïðåäñòàâëåíèè ó âîëíîâîé ôóíêöèè íå áóäåò íèêàêîé ôè-
çè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè. Ðàçìåðíûì áóäåò òîëüêî îïåðàòîð D ïåðåõîäà ê êóáèòîâîìó
ïðåäñòàâëåíèþ îò ôèçè÷åñêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Ψ(x), è áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ |j〉.
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Ðèñ. 39: Äèñêðåòèçàöèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

Ñëóøàå ïðåäëàãàåòñÿ ïîòðåíèðîâàòüñÿ, îïåðèðóÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè â áè-
íàðíîé çàïèñè: ïåðå÷èñëÿòü, ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü è äåëèòü. Åñëè âåðíî òî, ÷òî
Ïðèðîäà ãîâîðèò ñ íàìè íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè, òî îñíîâîé ýòîãî ÿçûêà ÿâëÿþòñÿ
èìåííî îïåðàöèè ñ öåëûìè ÷èñëàìè â áèíàðíîé çàïèñè.

5.1 Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû êàê íàáëþäàåìûå

Ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå, êðîìå âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóåò â êâàíòîâîé òåîðèè
îïðåäåëåííàÿ íàáëþäàåìàÿ. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé íàáëþäàåìîé áó-
äóò âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè äàííîé âåëè÷èíû, à ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì
îíà èìååò äàííîå çíà÷åíèå, åñòü ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì äàííàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî - èìåííî äàííûì çíà÷åíèåì.

Ðàññìîòðèì òðè ïðèìåðà: íàáëþäåíèå êîîðäèíàòû, èìïóëüñà è ýíåðãèè.

5.2 Íàáëþäåíèå êîîðäèíàòû

Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé îäíîìåðíîé ÷àñòèöû, îáîáùåíèå íà òðåõìåðíûé ñëó-
÷àé íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûõ çàòðóäíåíèé. Íàáëþäàåìàÿ áóäåò îïåðàòîðîì óìíîæå-
íèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íà åå àðãóìåíò- êîîðäèíàòó, ÷òî â íåïðåðûâíîì ïðåäñòàâëå-
íèè èìååò âèä: x : f(x) → xf(x). Âñïîìèíàÿ ïåðåõîä (43) îò íåïðåðûâíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ê äèñêðåòíîìó, ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü, ÷òî
â êóáèòîâîì ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöà îïåðàòîðà êîîðäèíàòû - äèàãîíàëüíàÿ, è ïî
äèàãîíàëè ñòîèò àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ 0, 1/N, ..., (N − 1)/N . Ýòó ìàòðèöó ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç xdiscr. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûìè ñîñòîÿíèÿìè äàííîãî îïåðàòî-
ðà áóäóò áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ n - êóáèòíîé ñèñòåìû, êîòîðûå ìû äîãîâîðèëèñü îáî-
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Ðèñ. 40: Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà êîîðäèíàòû. Äèñêðåòíàÿ ôîðìà

çíà÷àòü áèíàðíûìè ðàçëîæåíèÿìè íàòóðàëüíûûõ ÷èñåë |0〉, |1〉, ..., |N − 1〉, è áóäåì
ïðè çàïèñè îòîæäåñòâëÿòü èõ ñ ñàìèìè ýòèìè ÷èñëàìè. Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
èõ áóäóò ñàìè ÷èñëà 0, 1/N, ..., (N − 1)/N . Ýòè áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ
ñîñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà CN ñèñòåìû n êóáèòîâ.

Â íåïðåðûâíîé ôîðìå èì ñîîòâåòñòâóþò òàê íàçûâàåìûå äåëüòà-ôóíêöèè Äèðà-
êà δλ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû âèäà δλ : f → f(λ). Ýòè
ôóíêöèîíàëû íå ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè ôóíêöèÿìè, èõ ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
- áåñêîíå÷íî âûñîêèå èãëû, ðàñòóùèå èç òî÷åê λ. Îíè íå ìîãóò áûòü íîðìèðîâàíû,
èõ íåëüçÿ óìíîæàòü äðóã íà äðóãà. Ýòî åùå îäèí ïðèìåð òîãî, êàê ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç âñòóïàåò â ïðîòèâîðå÷èå ñ êâàíòîâîé ôèçèêîé. Ïðîòèâîðå÷èå âîçíèêàåò èç-çà
íåïðåðûâíîãî õàðàêòåðà ïåðåìåííîé x; êàê òîëüêî ìû ïðîâåäåì äèñêðåòèçàöèþ, ýòî
ïðîòèâîðå÷èå èñ÷åçíåò, à �èãëû� ïðåâðàòÿòñÿ â âûñîêèå ñòóïåíüêè δj(x) êîíå÷íîé âå-

ëè÷èíû 1/
√
dx ãäå dx - âûáðàííîå çåðíî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçðåøåíèÿ (ñì. ðèñóíîê

40).

Ýëåìåíòîì äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà CN áóäóò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 âèäà |Ψ〉 =
N−1∑
j=0

|j〉, à ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ áóäåò ñîñòîÿòü èç ñòðîê

âèäà 〈Ψ|, äåéñòâóþùèõ íà ñîñòîÿíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì: 〈Ψ| : |Φ〉 → 〈Ψ|Φ〉, ÷òî
äåëàåò ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé CN èçîìîðôíûì ñîïðÿæåííîìó (÷òî íàðóøàåòñÿ â
ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ôîðìàëèçìà).

Äèñêðåòèçàöèÿ ñíèìàåò âñå ïðîòèâîðå÷èÿ ôèçèêè ñ ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì,
è ïîòîìó ìû âñåãäà áóäåò âåñòè ðå÷ü î êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, äàæå èñïîëü-
çóÿ èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå êàê ïðèáëèæåííûå ïðèåìû âû÷èñëåíèÿ;
òàêèå ïðèåìû ìû âñåãäà áóäåì êîíòðîëèðîâàòü íà àáñîëþòíî íåîáõîäèìóþ âîçìîæ-
íîñòü äèñêðåòèçàöèè.

5.3 Êâàíòîâûé îïåðàòîð Ôóðüå è íàáëþäåíèå èìïóëüñà

Êâàíòîâûé îïåðàòîð èìïóëüñà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìååò â íåïðåðûâíîì ôîð-
ìàëèçìå âèä
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p : f(x)→ ~
i
∇f (44)

Åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè åñòü êîìïëåêñíûå ýêñïîíåíòû exp(ipx/~), ñ ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè p.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ýðìèòîâ, èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå
ýðìèòîâîñòè ìàòðèöû A: 〈i|A|j〉 = ¯〈j|A|i〉 (÷åðòà îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿ-
æåíèå); ïðèìåíèòå ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç èíòåãðàë.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîððåêòíîé äèñêðåòíîé ôîðìû îïåðàòîðà èìïóëüñà ñëåäóåò âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå,

f(x)→ 1√
2π~

∫
R

exp(−ipx/~)f(x)dx = φ(p) (45)

ïåðåâîäÿùèì ôóíêöèè (44) â äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà, à òàêæå îáðàòíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì Ôóðüå

φ(p)→ 1√
2π~

∫
R

exp(ipx/~)φ(p)dp = f(x) (46)

äåëàþùèì îáðàòíûé ïåðåõîä.

Ñëóøàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïðèíÿâ óïðîùàþùåå âû÷èñëåíèå
ðàâåíñòâî ~ = 1, êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ ïåðåõîäîì ê ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå ôèçè÷å-
ñêèõ åäèíèö. Ïîäñòàâüòå â ôîðìóëó (45) ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ îïåðàòîðà èìïóëü-
ñà fp0(x) = eip0x/~, è ïðîèçâåäèòå èíòåãðèðîâàíèå ïî êîíå÷íîìó èíòåðâàëó âèäà
(−A,A). Èíòåãðàë áåðåòñÿ â êîíå÷íîé ôîðìå, è ðåçóëüòàò ïðè A→ +∞ áóäåò âñå
áîëüøå è áîëüøå íàïîìèíàòü èãëó, îïèðàþùóþñÿ íà òî÷êó p = p0, è óõîäÿùóþ
íåîãðàíè÷åííî â áåñêîíå÷íîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà
èìïóëüñà ïåðåâåäåòñÿ â ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ îïåðàòîðà êîîðäèíàòû; íàçâàíèå àð-
ãóìåíòîâ x èëè p íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè. Ïðîäåëàéòå òî æå ñàìîå ñ îáðàòíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì. Íî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåé ïðÿìîé ïîëó÷èòñÿ ðàñõîäèìîñòü;
áîëåå òîãî, íè äåëüòà-ôóíêöèþ, íè êîìïëåêñíóþ îñöèëëÿöèþ exp(ipx) íåëüçÿ ïðî-
íîðìèðîâàòü. Âñå ïîïðàâëÿåòñÿ òîëüêî ïåðåõîäîì ê äèñêðåòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ.

Äèñêðåòíàÿ ôîðìà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è îáðàòíîãî ê íåìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå íà áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ n- êóáèòíîé ñèñòåìû òàê:

QFT : |a〉 → 1√
N

N−1∑
b=0

exp(−2πiab/N)|b〉

QFT−1 : |b〉 → 1√
N

N−1∑
a=0

exp(2πiab/N)|a〉
(47)

Îáà ýòè âçàèìíî îáðàòíûå îïåðàòîðû (äîêàçàòü!) ïðè ëèíåéíîì ïðîäîëæåíèè íà
âñå ïðîñòðàíñòâî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé CN äàäóò óíèòàðíûå îïåðàòîðû - Ôóðüå è
îáðàòíîãî ê íåìó.

Äëÿ ïðèëîæåíèé óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ïåðåìåííîé a ÷èñëî a/
√
N ÿâëÿåòñÿ

êîîðäèíàòîé, ïðèíàäëåæàùåé îòðåçêó [0,
√
N ] (ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà â íàäëåæàùåé
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ñèñòåìå åäèíèö ìîæíî ñ÷èòàòü åäèíèöåé). Òîãäà b/
√
N äîëæíà áûòü ñâÿçàíà ñ èì-

ïóëüñîì. Åñòåñòâåííî äîïóñòèòü, ÷òî èìïóëüñ ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [−
√
N/2,

√
N/2],

ïîñêîëüêó ÷àñòèöà, ðàñïîëîæåííàÿ íà îòðåçêå [0,
√
N ], ìîæåò äâèãàòüñÿ â îáå ñòîðî-

íû. Ïîýòîìó èìïóëüñ äîëæåí áûòü ðàâåí
√
N(b/N − 1/2).

Ñîîòâåòñòâåííî, äèñêðåòíàÿ ôîðìà îïåðàòîðà èìïóëüñà áóäåò N - ìåðíûì ýðìè-
òîâûì îïåðàòîðîì pdiscr = QFT−1

√
N(xdiscr−I/2)QFT = A−1QFT−1

√
NxdiscrQFT A,

ãäå äèàãîíàëüíûé îïåðàòîð A = diag(exp(πia))a=0,1,...,N−1. Åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðà
áóäóò èìåòü âèä A−1QFT−1|a〉, è èõ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè áóäóò ÷èñëà

√
N(a−

1/2); a = 0, 1/N, ..., (N − 1)/N .

Èòàê, â äèñêðåòíîì ïðåäñòàâëåíèè âñå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îñíîâíûõ îïåðàòî-
ðîâ íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó, è íåò íèêàêèõ ïðîòèâîðå÷èé ñ ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëè-
çîì. Ìû çäåñü èñïîëüçîâàëè àíàëèòè÷åñêóþ òåõíèêó íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
Ôóðüå äëÿ êîððåêòíîé çàïèñè åå äèñêðåòíîãî àíàëîãà. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå
ïîëåçíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå: ïåðåõîä îò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ïðèìå-
íåíèÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà) ê óìíîæåíèþ íà êîíñòàíòó à òàêæå âûÿâëåíèå ñêðûòîãî
ïåðèîäà êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòû ñîõðàíÿòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò íåïðåðûâíîé ôîðìû
ê äèñêðåòíîé, òàê ÷òî ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ èìåííî äèñêðåòíûìè îïåðàòîðàìè â
êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âî âñåõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ êâàíòîâîé
òåîðèåé.

Îïåðàòîðû (47) íàçûâàþò ïðÿìûì è îáðàòíûì êâàíòîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôó-
ðüå. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé êâàíòîâûé àëãîðèòì, íàõî-
äÿùèé ðàçëîæåíèå ÷èñëà íà íåòðèâèàëüíûå ìíîæèòåëè ([18]).

5.4 Ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà êâàíòî-

âîì êîìïüþòåðå

Ìû áóäåì ðåàëèçîâûâàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â âèäå

QFT−1 : |a〉 → 1√
N

N−1∑
b=0

exp(2πiab/N)|b〉.

Äîãîâîðèìñÿ ïðåäñòàâëÿòü öåëîå ÷èñëî âèäà a = a0 + a12 + . . . + al−12l−1 áàçèñíûì
ñîñòîÿíèåì |a0 a1 . . . al−1 〉 è ðàñïîëàãàòü âñå aj ñâåðõó âíèç. Òàêîå æå ñîãëàøåíèå
ïðèìåì è äëÿ âûõîäà, òîëüêî áèíàðíûå çíàêè bj ÷èñëà b = b0 + b12 + . . . + bl−12l−1

áóäåì ïèñàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå - ñíèçó ââåðõ.

Îêðóæíîñòè çäåñü îáîçíà÷àþò ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà (σx + σz)
√

2, äâóõêóáè-
òîâûå îïåðàöèè èìåþò âèä:

Uk,j =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 eiπ/2
k−j

 , k > j. (48)

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ìû ðàññìîòðèì àìïëèòóäó ïåðåõîäà îò áàçèñíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ a ê áàçèñíîìó ñîñòîÿíèþ b. Ýòî ïîíÿòèå çàêîííî, òàê íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèé ýëåìåíò ìàòðèöû ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà. Çäåñü íàì ïðèäåòñÿ íàáðàòüñÿ
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Ðèñ. 41: Ðåàëèçàöèÿ QFT−1 â âèäå ìàññèâà êâàíòîâûõ ãåéòîâ.

òåðïåíèÿ - ïîäñ÷åò èäåéíî ïðîñòîé, íî òðåáóåò òùàòåëüíîñòè. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî
ìîäóëè âñåõ òàêèõ àìïëèòóä îäèíàêîâû è, òàê æå êàê â îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè
Ôóðüå, ðàâíû 1/2l/2, òàê ÷òî ñëåäèòü íàäî òîëüêî çà ôàçîâûì ñäâèãîì, ò.å. çà àðãó-
ìåíòîì φ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû eiφ. Ìû áóäåì ó÷èòûâàòü ýòîò íàáåã ôàçû, ñóì-
ìèðóÿ âêëàäû îò ïðåîáðàçîâàíèé Àäàìàðà ñ âêëàäàìè îò äâóõêóáèòíûõ ôàçîâûõ
ñäâèãîâ.

Ââåäåì äëÿ óïðîùåíèÿ ñ÷åòà òàêîå ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå: b′j = bl−1−j, j =
0, 1, . . . , l − 1 - ýòî ïîíàäîáèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû â íóæíûé ìîìåíò ó÷åñòü îáðàòíûé
ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ áèíàðíûõ ðàçðÿäîâ â a è b. Ïðåäñòàâèì ñåáå, êàê ìåíÿþòñÿ
ñîñòîÿíèÿ ïðè ïðîäâèæåíèè ñëåâà íàïðàâî ïî ïðîâîäàì íàøåé ñõåìû.

Ñîáñòâåííî ïåðåõîä îò a ê b ïðîèñõîäèò òîëüêî ïðè ñîâåðøåíèè îïåðàöèè Àäàìà-
ðà, äâóõêóáèòíûå îïåðàöèè äèàãîíàëüíû è áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ íå ìåíÿþò, äîáàâëÿÿ
òîëüêî ñëàãàåìûå ê ôàçå. Âêëàä îò îïåðàöèè Àäàìàðà áóäåò òàêèì: πajb

′
j. Ýòî ÷èñëî

íå ðàâíî íóëþ òîëüêî åñëè îáà j-õ ðàçðÿäà íàøèõ âõîäíûõ è âûõîäíûõ ÷èñåë ðàâ-
íû 1, ÷òî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Àäàìàðà. Âêëàä îò
äâóõêóáèòîâîé îïåðàöèè ïðè j < k áóäåò πajb

′
k/2

k−j, ïîòîìó ÷òî ñîñòîÿíèå a ìåíÿ-
åòñÿ íà b òîëüêî ïðè ïðîõîæäåíèè óñòðîéñòâà Àäàìàðà, à êàê âèäíî èç ðèñóíêà 41,
òàêàÿ äâóõêóáèòîâàÿ îïåðàöèÿ ñîâåðøàåòñÿ â ìîìåíò, êîãäà j-é êóáèò åùå â ñîñòîÿ-
íèè aj, à k-é - óæå â ñîñòîÿíèè b′k. Ñóììèðóÿ âñå ýòè ñëàãàåìûå ôàçîâîãî ñäâèãà, è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî öåëîå êðàòíîå π ìîæíî âîîáùå â ðàñ÷åò íå ïðèíèìàòü, ïîëó÷àåì âîò
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÷òî:
π

∑
l>k>j≥0

ajb
′
k

2k−j
+ π

∑
l>j≥0

ajb
′
j =

2π
∑

l>j+k≥0

ajbk2j+k

2l
=

2π
∑

l>j,k≥0

ajbk2j+k

2l
+ 2πz =

2π
2l

∑
l>j≥0

aj2
j
∑

l>k≥0

bk2
j + 2πz = 2πab

2l
+ 2πz.

(49)

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî z. Ýòî êàê ðàç òî, ÷òî òðåáóåòñÿ â îïðåäåëåíèè îáðàò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, òàê êàê ñäâèã ôàçû íà +2πz íå ìåíÿåò êîìïëåêñíîãî
÷èñëà. Åñëè íàì ïîíàäîáèòñÿ ñîâåðøèòü ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå, äîñòàòî÷íî îáðà-
òèòü ïîðÿäîê ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìå è ïîñòàâèòü çíàê
ìèíóñ ïåðåä ôàçîâûì ñäâèãîì â îïðåäåëåíèè äâóõêóáèòíûõ îïåðàöèé.

À òåïåðü ïîñìîòðèì íà òî, ÷òî ìû òîëüêî ÷òî ñîâåðøèëè. Ïîñòðîåííàÿ íàìè
ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ñîäåðæèò ïîðÿäêà l2 ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû íå áóäåì ãíàòüñÿ çà òî÷íîñòüþ ýòîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, òî ìîæíî áóäåò îòáðîñèòü âñå äâóõêóáèòíûå îïåðàöèè, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò
ñëèøêîì äàëåêèå äðóã îò äðóãà êóáèòû. Äåéñòâèòåëüíî, çíàìåíàòåëü â π/2k−j äëÿ
íèõ äåëàåò âñþ äðîáü ïðåíåáðåæèìî ìàëîé, ýêñïîíåíòà áóäåò ïî÷òè åäèíèöåé, ò.å.
òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî÷òè åäèíè÷íû è èõ ìîæíî îòáðîñèòü. Ñõåìà òîãäà çíà÷è-
òåëüíî óïðîñòèòñÿ - åå ðàçìåð âîîáùå áóäåò ëèíåéíûì - ïîðÿäêà C l, ãäå êîíñòàíòà
C áóäåò, êîíå÷íî, çàâèñåòü îò âûáðàííîé íàìè òî÷íîñòè.

5.5 Àëãîðèòì Çàëêè-Âèçíåðà

Àëãîðèòì GSA, èçó÷åííûé íàìè, îïåðèðóåò ñ êóáèòàìè, ïåðåâîäÿ èõ êëàññè÷å-
ñêèå (áàçèñíûå) ñîñòîÿíèÿ â êâàíòîâûå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà Àäàìàðà. Ýòîò ïðè-
åì èëëþñòðèðóåò âàæíåéøèå îñîáåííîñòè îïèñàíèÿ ýâîëþöèè íà êâàíòîâîì óðîâíå,
îäíàêî ñ áîëüøîé ïîòåðåé òî÷íîñòè. Ðåàëüíàÿ ÷àñòèöà ìîæåò çàíèìàòü íåñêîëüêî
êëàññè÷åñêèõ ïîëîæåíèé, à íå òîëüêî äâà, êàê êóáèò.

Ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì Z ìîäåëèðîâàíèÿ êâàíòîâîé óíèòàðíîé ýâîëþöèè, ïðåä-
ëîæåííûé â ðàáîòå [19] (ñì. òàêæå [20]), êîòîðûé ôàêòè÷åñêè îáîáùàåò GSA íà
ñëó÷àé ìíîãèõ êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé êàæäîé ÷àñòèöû. Â íåì âìåñòî îïåðàòîðà
Àäàìàðà, �ðàçìàçûâàþùåãî� àìïëèòóäó ïî äâóì âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿìè êóáèòà,
íà êàæäîì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû, ñïîñîáíîé íàõîäèòüñÿ âî
ìíîãèõ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñîñòîÿíèÿõ.

Àëãîðèòì Z îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íà êëàññè-
÷åñêîì êîìïüþòåðå ëèøü òåì, ÷òî àìïëèòóäû λj òåêóùåãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ
|Ψ(t)〉 íå âû÷èñëÿþòñÿ íàïðÿìóþ, à ìîäåëèðóþòñÿ êâàíòîâîé äèíàìèêîé êóáèòîâ â
äèñêðåòíîì ïðåäñòàâëåíèè |j〉 = |0〉, |1〉, ..., |N − 1〉 ïðîñòðàíñòâà êëàññè÷åñêèõ ñîñòî-
ÿíèé â âû÷èñëèòåëüíîé ïàìÿòè n êóáèò, N = 2n, ïðè êîòîðîì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå |Ψ(t)〉 =
N−1∑
j=0

λj|j〉.

Íàïîìíèì, ÷òî ðåàëüíîå îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñíà-
÷àëà ïåðåâîäèòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì D â îòðåçîê [0,

√
N ], êîòîðûé çàòåì
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äèñêðåòèçèðóåòñÿ êóáèòîâûì ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñåë ñ òî÷íîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ 1/N :
xk ≈ k/N, k = 0, 1, ..., N − 1. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîãî âåêòîðà òðåáóåò ñîîò-
âåòñòâóþùåé äèñêðåòèçàöèè îïåðàòîðîâ. Äèñêðåòíàÿ ôîðìà îïåðàòîðà êîîðäèíàòû
xdiscr è îïåðàòîðà èìïóëüñà pdiscr áûëà ðàññìîòðåíà â ïàðàãðàôå 5.3.

Îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé
diag(V (X0), V (X1), V (X2), ..., V (XN−1)), Xk =

√
Nxk ñî çíà÷åíèÿìè ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, äèàãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè (â ïðîñòðàíñòâå ñâîèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà èìïóëüñà) òàêæå äèà-
ãîíàëüíî: Kdiag = diag(−~2p2

0/2m),−~2p2
1/2m),−~2p2

2/2m), ...,−~2(pN−1)2/2m)), ãäå
pk =

√
N(xk − 1/2), òàê ÷òî â êîîðäèíàòíîì áàçèñå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðåäñòà-

âèòñÿ îïåðàòîðîì
K = A−1QFT−1 Kdiag QFT A, (50)

ãäå A = diag(exp(πia))a=0,1,...,N−1.

Òîãäà ÷àñòü ýâîëþöèè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
exp(−iV t/~) ïðè ïðîñòîì âèäå ïîòåíöèàëà áóäåò ðåàëèçóåìî êàê êâàíòîâàÿ ïîäïðî-
ãðàììà, êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæåò áûòü òàêæå ðåàëèçîâàíî ïî èçó÷åí-
íîé íàìè ñõåìåØîðà, è îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è âðåìåíè
t òàêæå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â âèäå êâàíòîâîé ïîäïðîãðàììû. Ïðèìåíÿÿ ïðèáëè-
æåíèå Òðîòòåðà

exp(A+B) ≈ [exp(A dt) exp(B dt)]t/dt,

ìû ïîëó÷èì àëãîðèòì Z âû÷èñëåíèÿ ýâîëþöèè â âèäå:

Ut = exp(− i
~
Ht) ≈ [exp(− i

~
K dt) exp(− i

~
V dt)]t/dt (51)

Ìû ïîëó÷àåì ìîäåëü óíèòàðíîé äèíàìèêè ñ êâàäðàòè÷íûì çàìåäëåíèåì ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ðåàëüíûì ïðîöåññîì. Äîêàæèòå ýòî, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíòû
äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî dt. Çàôèêñèðóéòå ïîðÿäîê îøèáêè ε = const è, ïðèìåíÿÿ òî÷-
íîñòü ïðèáëèæåíèÿ Òåéëîðà äëÿ ýêñïîíåíòû, óñòàíîâèòå ÷èñëî îïåðàöèé, íóæíîå
äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòî ÷èñëî áóäåò ðàâ-
íî t/dt, îòêóäà è ïîëó÷èòñÿ êâàäðàòè÷íîå çàìåäëåíèå ïî âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ
âðåìåíåì t ðåàëüíîãî ïðîöåññà.

Àëãîðèòì Z ìîæåò áûòü îáîáùåí íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ÷àñòèö. Ïðè ýòîì ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå íàäî ïðèìåíÿòü ïî êàæäîé êîîðäèíàòå êàæäîé ÷àñòèö ïî îòäåëü-
íîñòè. Ýòîò àëãîðèòì òðåáóåò ïàìÿòè, ðàñòóùåé ïðîïîðöèîíàëüíî ïåðâîé ñòåïåíè
îò ÷èñëà ðåàëüíûõ ÷àñòèö, íî íå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ñëîæíîé
ñèñòåìîé, òàê êàê îí ïðåäïîëàãàåò àïðèîðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ñ ïåðåíîñîì
ðåçóëüòàòà íà íîâûé àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ, òîãäà êàê â ðåàëüíîñòè ëþáîé ñëîæíûé
ïðîöåññ íå ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäèìûì, è ïîòîìó óïðàâëåíèå èì òðåáóåò
ìîäåëèðîâàíèÿ èìåííî â ðåàëüíîì âðåìåíè.

Ñðàâíèâàÿ ýòî âû÷èñëåíèå ñ âû÷èñëåíèå ïî àëãîðèòìó GSA, êîòîðîå èìååò âèä
Gτ = (−I0̃Ixtar)

τ , ìû âèäèì ïîëíóþ àíàëîãèþ c ôîðìóëîé (51). Ïðè ýòîì ðîëü îïåðà-
òîðà Óîëøà-Àäàìàðà â ïðåäñòàâëåíèè I0̃ = WH ·I0̄ ·WH èãðàåò êâàíòîâûé îïåðàòîð
Ôóðå â (50). Äëÿ îäíîãî êóáèòà îïåðàòîð Ôóðüå êàê ðàç è ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì
Àäàìàðà, òàê ÷òî àëãîðèòì Z ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ îáîáùåíèåì GSA íà ñëó÷àé ìíîãèõ
êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé êàæäîé èç ÷àñòèö.
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Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî èìååòñÿ äâà ïðèåìà ñâåðõáûñòðîé, íåäîñòóïíîé êëàññè÷å-
ñêîìó êîìïüþòåðó, êîíöåíòðàöèè àìïëèòóäû íà öåëåâîì íåèçâåñòíîì ñîñòîÿíèè.
Ïåðâûé - àëãîðèòì GSA, âòîðîé - êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ìû âèäèì,
÷òî ñàìûì ãðóáûì ïðèáëèæåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ êàê ðàç îïåðà-
òîð Óîëøà-Àäàìàðà, ÷òî ñâîäèò ýòè äâà ïðèåìà âîåäèíî. Áûñòðûé àëãîðèòì ôàê-
òîðèçàöèè öåëûõ ÷èñåë Øîðà ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåò òå æå ôóíäàìåíòàëüíûå îñî-
áåííîñòè êâàíòîâîé äèíàìèêè, ÷òî è GSA. Àðñåíàë êâàíòîâûõ ìåòîäîâ óñêîðåíèÿ
êëàññè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé îãðàíè÷åí, òàêèì îáðàçîì, ýòèì îáùèì ïðèåìîì êîíöåí-
òðàöèè àìïèòóäû äëÿ çàäà÷ ïåðåáîðíîãî òèïà, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ðåçóëüòàòîì
[6]. Â çàäà÷àõ, êîòîðûå íå óñêîðÿþòñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì, êâàíòîâûé êîìïüþòåð
íå ïðîÿâëÿåò ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì, çà èñêëþ÷åíèåì òîëüêî
ëèøü óäèâèòåëüíîãî åãî ñâîéñòâà íåëîêàëüíîñòè.

5.6 Ïðîÿâëåíèå ñêðûòûõ ïåðèîäîâ â ïîìîùüþ QFT

Ìû íàïîìíèì îïðåäåëåíèå QFT:

QFT : |a〉 −→ 1√
N

N−1∑
b=0

e−
2πi ab
N |b〉, QFT−1 : |a〉 −→ 1√

N

N−1∑
b=0

e
2πi ab
N |b〉. (52)

Ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì âîçìîæíîñòñè êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà â ïðîÿâëåíèè ñêðû-
òûõ ïåðèîäîâ - ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðîèçâîëüíîãî óíèòðíîãî îïåðàòîðà U . Èäåÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèìåíÿòü îïåðàòîð U ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî óêàçàíî âî âñïî-
ìîãàòåëüíîì ðåãèñòðå:

Ucond|x, α〉 −→ |Uα x, α〉.
Åñëè ó íàñ åñòü ñõåìà ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ U , ìû ìîæåì ïî-
ñòðîèòü êâàíòîâûé àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé Ucond.

Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ U èìåþò âèä

wk = e2πiωk , (53)

ãäå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ωk ∈ [0, 1) - ýòî âñåãäà èìåííî òàê. Ìû äëÿ ïðîñòîòû ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ýòè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èìåþò âèä ωk = ck/N ãäå ck ∈ {0, 1, ..., N−1}.

Èòàê, ìû çàíèìàåìñÿ ïîèñêîì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îïåðàòîðà U . Ýòà ÷àñòîòà ïî-
ëó÷èòñÿ â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ðåãèñòðà èç n êóáèò, îáîçíà÷àåìî-
ãî ÷åðåç α, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (53). Èíòåðåñóþùèåñÿ îáùèì
ñëó÷àåì ìîãóò îáðààòèòüÿ ê êíèãå [21]. Íàø êîìïüþòåð áóäåò ðàáîòàòü ñ äâóìÿ ðåãè-
ñòðàìè - îñíîâíûì, ãäå íàõîäèòñÿ àðãóìåíò U , è âñïîìîãàòåëüíîãî, â êîòîðîì áóäåò
ñîäåðæàòüñÿ áèíàðíîå ðàçëîæåíèå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû U . Â íà÷àëå ìû âûáåðåì
ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå |ξ, 0̄〉, ãäå ξ =

∑
k

xk|ψk〉, è |ψk〉 - ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ U ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîácòâåííûì ÷àñòîòàì ωk.

Îïèñûâàåìûé ïðèåì áûë ñôîðìóëèðîâàí Àáðàìñîì è Ëëîéäîì, è îí ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Íàäî èíèöèàëèçèðîâàòü àíöèëëó íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì àëãîðèòìà Ãðî-

âåðà |α〉 = |0̃〉 = 1√
N

N−1∑
j=0

|j〉 ïðèìåíèòü îïåðàòîð

QFT2 Ucond. (54)
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Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå áóäåò èìåòü âèä: 1√
N

∑
k

N−1∑
α=0

xk|ψk, α〉. Çàòåì îïåðàòîð óñëîâ-

íîãî ïðèìåíåíèÿ U , ââèäó òîãî ÷òî ψk ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðìè U äàñò
Ucond|ψk, α〉 = |Uαψk, α〉 = e2iπωkα|ψk, α〉, òàêèì îáðàçîì, âñå ñîñòîÿíèå ïîñëå ïðèìå-
íåíèÿ Ucond ïðèîáðåòåò âèä

1√
N

∑
k

xk
∑
α

e2iπωkα|ψk, α〉. Íàêîíåö ïîcëåäíåå ïðèìåíåíèå

QFT ïðèâåäåò ê:

1

N

∑
k

xk
∑
c

N−1∑
α=0

e2iπα(ωk− c
N

)|ψk, c〉. (55)

Åñëè c ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áèíàðíûõ çíàêîâ ωk, òî ñòåïåíü ýêñïîíåíòû
íóëåâàÿ è ìû ïîñëå ñóììèðîâíèÿ ïî α ïîëó÷èì ñóììó åäèíèö â êîëè÷åñòâå N è
êîýôôôèöèåíò ïðè ýòîì ñîñòîÿíèè c áóäåò xk; ñóììà êâàäðòîâ ìîäóëåé âñåõ xk ðàâ-
íà 1. Òîãäà äëÿ âñåõ ïðî÷èõ c êîýôôèöèåíò áóäåò íóëåâîé. Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü

íåïîñðåäñòâåííî ñóììèðóÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ:
N−1∑
α=0

e2iπαβ = 0.

Íàøà ïðîöåäóðà äàñò ñîñòîÿíèå∑
k

xk|ψk, ωk〉,

ãäå ωk åñòü áèíàðíàÿ çàïèñü. Åñëè ìû òåïåðü áóäåì èçìåðÿòü ðåçóëüòèðóþùåå ñî-
ñòîÿíèå, òî â ïîñëåäíåì ðåãèñòðå ìû ïîëó÷èì áèíàðíîå ðàçëîæåíèå ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò îïåðàòîðà U . Â ÷àñòíîñòè, åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå áûëî ñîáñòâåííûì äëÿ
îïåðàòîðà U , â ïîñëåäíåì ðåãèñòðå áóäåò ñòîÿòü åãî ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà.

5.7 Ôàêòîðèçàöèÿ

Îáùèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïðåäñòàâëåííûé â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå, áûë èçîáðåòåí ôàêòè÷åñêè Øîðîì äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ,âîçíèêàþùåãî
ïðè ôàêòðèçàöèè öåëûõ ÷èñåë. Ïðîáëåìà ôàêòîðèçàöèè - ðàçëîæåíèÿ íà íåòðèâè-
àëüíûå ñîìíîæèåëè ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî ÷èñëà, îòíîñèòàñÿ ê âàæíûì âû÷èñëèòåëü-
íûì çàäà÷àì. Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ãàðàíòèðóåò ñåêðåòíîñòü òàê íàçûâà-
åìîé RSA ñõåìû øèôðîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìîãî, íàïðèìåð, äëÿ çàùèòû îïåðàöèîííîé
ñèñòåìû Windows. Íàèëó÷øèé èçâåñòíûé àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè öåëîãî ÷èñëà ñ áè-
íàðíîé çàïèñüþ äëèíû n òðåáóåò âðåìåíè ïîðÿäêà ea n1/3

. Ýòà ïðîáëåìà ïðèíàëåæèò
ê ÷èñëó ïðåäïîëîæèòåëüíî ñëîæíûé ïðîáëåì, òàê êàê íå äîêàçàíà íåâîçìîæíîñòü
åå ðåøåíèÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå ïî n âðåìÿ. Èçâåñòíûå êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåðÿþò
ýôôåêòèâíîñòü óæå äëÿ îêîëî 200 ðàçðÿäîâ. Êâàíòâîûé êîìïüþòåð ñ 1000 êóáèòà-
ìè è ÷àñòîòîé ïðîöåññîðà 1 GHz, áóäü îí ïîñòðîåí, ñïîñîáåí áûë áû ôàêòîðèçîâàòü
÷èñëà ïî÷òè ñ òîé æå ñêîðîñòüþ, ÷òî è óìíîæåíèå, ÷òî ïîñòàâèëî áû ïîä ñîìíåíèå
áîëüøóþ ÷àñòü ñîâðåìåííîé êðèïòîãðàôèè.

Àëãîðèòì Øîðà èìååò òàêæå áîëüøîå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ýòî ïåðâûé êâàí-
òîâûé àëãîðòì, èñïîëüçóþùèé ñïîñîáíîñòü êîíöåíòðèðîâàòü àìïëèòóäó íà öåëåâîì
ñîñòîÿíèè ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, äàâàÿ îãðîìíûé âûèãðûø âî âðåìåíè
ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì êîìïüþòåðîì - äëÿ çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè.

Ïóñòü íàì äàíî öåëîå ÷èñëî q, êîòîðîå íàäî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè íåòðèâè-
àëüíûì îáðàçîì, òî åñòü íàéòè q1, q2, òàêèå ÷òî q = q1q2. Ýòî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
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ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïåðèîäà r ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà y ïî ìîäóëþ q: yr ≡ 1 (mod q). Âêðàòöå, ýòà ñâîäèìîñòü âûëÿäèò òàê. Ïóñòü
ó íàñ åñòü ìåòîä íàõîæäåíèÿ r. Ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ýòî ÷èñëî áóäåò ÷åòíûì.
Òîãäà ìû èìååì: yr − 1 = (yr/2 − 1)(yr/2 + 1) ≡ 1 (mod q), è îäèí èç ñîìíîæèòå-
ëåé áóäåò äåëèòåëåì q. Èòàê, ìû äîëæíû òîëüêî áûñòðî íàéòè r ïî çàäàííûì q è
y. Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû îïåðàòîðà U , êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà y.

Âûáåðåì n òàê ÷òî 2n−1 ≤ q < 2n è áóäåì ðàáîòàòü ñ êâàíòîâîé ïàìÿòüþ èç
n êóáèòîâ. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð U : U |x〉 −→ |yx (mod q)〉, ãäå yx åñòü ÷èñëåííîå
óìíîæåíèå. ÷òîáû îí äåéñòâîâàë íà âñåõ áàçèñíûõ âåêòîðàõ, à íå òîëüêî íà ÷èñ-
ëàõ ìåíüøèõ q, ìû óñëîâèìñÿ, ÷òòî íà ÷èñëàõ: q, q + 1, . . . , 2n − 1 îí äåéñòâóåò êàê
èäåíòè÷íûé îïåðàòîð. äåñü âîçíèêàåò íåáîëüøàÿ òðóäíîñòü: ýòîò îïåðàòîð ìîæåò
íå áûòü óíèòàðíûì. Åñëè y è q èìåþò îáùèé äåëèòåëü, íåêîòîðûå ýëåìåíòû ìîãóò
"ñêëåèòüñÿ". Äë èñêëþ÷åíèÿ òàêîé ñèòóàöèè ìû ïðèìåì, ÷òî ýòè ÷èñëà âçàèìíî ïðî-
ñòû: (y, q) = 1. Òàê êàê ìû âûáèðàåì y ïðîèçâîëüíî, ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíèòñÿ
ñ íåêîòîðîé íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ.

Òåïåðü âñå ãîòîâî è ìû ïðèìåíèì òåõíèêó êâàíòîâîãî âû÷èñëåíèÿ. Ñîáñòâåííûå

âåêòîðû U èìåþò âèä ëèáî |q〉, |q + 1〉, ..., ëèáî 1√
r

r−1∑
k=0

exp(−2πikj/r)|yj (mod q)〉 è

ñîîòâåòñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ áóäóò ëèáî 1, ëèáî exp(2πij/r), ÷òî ïðîâåðÿ-
åòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Åñëè ìû ïðèìåíèì ïðîöåäóðó ïðîÿâëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò,
îïèñàííóþ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ äðîáåé j/r â áèíàðíîé
ôîðìå, èç êîòîðîé ïî ìåòîäó öåïíûõ äðîáåé (ñì. in [22]) ìû íàéäåì r. Ìû áóäåì
çíàòü j/r ñ òî÷íîñòüþ 1/N . Ýòà äðîáü ñ íåèñ÷åçàþùåé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò íåñî-
êðàòèìîé ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå y è ñîñòîÿíèÿ ξ, ÷òî ïîçâîëÿåò óçíàòü r è òî÷íî.
Ïîâòîðÿÿ äàííóþ ïðîöåäóðó ìíîãîêðàòíî, ìû ñìîæåì îïðåäåèòü r òî÷íî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ, ñêîëü óîäíî áëèçêî ê åäèíèöå. Çà äåòàëÿìè ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê îðèãèíàëüíîé
ñòàòüå Øîðà [18], à òàêæå ê ðàáîòå [21]. Ýòî è åñòü ñõåìà àëãîðèìà Øîðà.

Òåïåðü îöåíèì ãðóáî ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà. Êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå òðåáóåò ïîðÿäêà n2 îïåðàöèé; ýòî ÷èñëî ìîæåò åùå áûòü äîâåäåíî äî n, åñ-
ëè ìû ïðèìåíèì ïðèáëèæåííîå êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, îòáðîñèâ ñëèøêîì
�äëèííûå� äâóõêóáèòíûå ãåéòû, ïðè áîëüøèõ j − k. Òàêàå ãåéòû ìàëî îòëè÷àþòñÿ
îò òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà, è îòáðîñèâ èõ ìû ïîëó÷èì óäîâëåòâîðèòåëüíîå ïðè-
áëèæåíèå. Îäíàêî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîé òðóäîåìêîé îïåðàöèåé
äàííîãî àëãîðèòìà. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåîáðàçîâàíèè Ucond. Â îáùåì ñëó÷àå
îíà òðåáóåò ïîðÿäêà N äåéñòâèé, òàê ÷òî ìû íå ïîëó÷èì íèêàêîãî âûèãðûøà ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ïåðåáîðîì âàðèàíòîâ äëÿ ôàêòîðèçàöèè.

Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî ðåàëèçîâàòü Ucond ãîðàçäî áûñòðåå. À èìåííî, äëÿ
óìíîæåíèÿ íà yα ìîæíî äåëàòü ïîñëåäîâàòåëüíûå óìíîæåíèÿ íà: y, y2, y4, . . .. Êàæ-
äàÿ òàêàÿ ñåðèÿ äàñò íåêîòîðûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà q. Ìû äîñòèãíåì áëèæàéøåé
ê q ñòåïåíè äâîéêè: 2l1 . Áåðÿ çàòåì îñòàòîê q/2l1 è äåëàÿ ñ íèì òî æå ñàìîå, ìû â
êîíöå êîíöîâ ðåàëèçóåì óìíîæåíèå íà yq ñ ÷èñëîì óìíîæåíèé ïîðÿäêà äëèíû áè-
íàðíîé çàïèñè q. Êàæäîå óìíîæåíèå òðåáóåò åùå log2q ýëåìåíòàðíûõ äåéñòâèé, è ìû
ðåàëèçóåì Ucond â íàøåì ñëó÷àå çà âðåìÿ O(log3 q).

Ýòî è åñòü ãðóáàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà Øîðà, áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà ñî-

72



äåðæèòñÿ â ðàáîòå [18].

5.8 Ðåøåíèå ïðîáëåìû äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè

Ìû ïðîäîëæèì ïåðå÷åíü ïðèìåðîâ áûñòðûõ êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ
íà êîìáèíàöèè ïðèåìîâ GSA è êâàíòîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ðàññìîòðèì åñòå-
ñòâåííîå îáîáùåíèå ïðîáëåìû ïîèñêà: íàõîæäåíèå ýêñòðåìóìà öåëî÷èñëåííî ôóíê-
öèè. Íàäî íàòè ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì öåëî÷èñëåííîé ôóíêöèè f : {0, 1}n −→
{0, 1}n. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è òðåáóåò ïîðÿäêà N = 2n äåéñòâèé.

Êâàíòîâîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îñíîâàíî íà ñõåìå Ãðîâåðà. Ìû èùåì òî÷êó ìàê-
ñèìóìà ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. À èìåííî, ìû óïîðÿäî÷èâàåì âñå
àðãóìåíòû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f íà íèõ: f(x0) ≤ f(x1) ≤ . . . ≤ f(xN−1).
Íà êàæäîì øàãå j íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì áóäåò íåêîòîðîå xjk . Ìû ïðèìåíÿåì ñõåìó
GSA äëÿ íåèçâåñòíîãî ÷èñëà ðåøåíèé ñ îðàêóëîì, ïðèíèìàþùèì çíà÷åíèå 1 â òî÷-
íîñòè íà àðãóìåíòàõ xj, äëÿ êîòîðûõ f(xjk) < f(xj), òî åñòü íà xj′ , j

′ > jk. Ïîñëå
ïåðèîäè÷åñêèõ èçìåðåíèé è ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ìû íàéäåì ñëåäóþùåå çíà÷åíèå
xjk+1

è ò.ä., âïëîòü äî ìîìåíòà, êîãäà ìû äîñòèãíåì xN−1. Çàìåòèì, ÷òî ýòà ñõåìà íå
ýêâèâàëåíòíà êëàññè÷åñêîìó àëãîðèòìó óïîðÿäî÷åíèÿ, òàê êàê çäåñü èñïîëüçóåòñÿ
êâàíòîâûé ïîèñê àðãóìåíòà ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè, ÷åì íà ïðåäûäóùåì øà-
ãå. Äåòàëüíûé àíàëèç (ñì. [23]) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëîæíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà áóäåò
èìåòü ïîðÿäîê

√
N , òî åñòü äàñò òî æå óñêîðåíèå, ÷òî è GSA.

6 Ëåêöèÿ 6. Àäèàáàòè÷åñêèå êâàíòîâûå âû÷ècëåíèÿ

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè âû÷èñëåíèÿ îïåðàöèîííîãî òèïà, ñîñòîÿùèå èç
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèìåíåíèé êâàíòîâûõ ãåéòîâ. Ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíûå êâàí-
òîâûå âû÷èñëåíèÿ, íàçûâàåìûå àäèàáàòè÷åñêèìè. Îíè îñíîâàíû íà ìåäëåííîì èçìå-
íåíèè óïðàâëÿþùåãî ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû êóáèòîâ. Ïðè ýòîì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
èñõîäíîé ñèñòåìû áóäåò ïåðåõîäèòü â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå èçìåíåííîé ñèñòåìû - â
ýòîì ñóòü àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ ìåíÿþùèìñÿ ãàìèëüòîíèàíîì H(t)

i~|Ψ̇〉 = H(t)|Ψ〉. (56)

Åãî ðåøåíèå áóäåò òàê æå, êàê è â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, çàäàâàòüñÿ ôîðìóëîé

|Ψ(t)〉 = exp(− i
~
H(t)t)|Ψ(0)〉, (57)

íî òîëüêî òåïåðü ýêñïîíåíòó íàäî ïîíèìàòü êàê õðîíîëîãè÷åñêóþ ýêñïîíåíòó. Êàê
ïðè ïëàâíîì èçìåíåíèè ãàìèëüòîíèàíà H áóäóò ìåíÿòüñÿ åãî ñîáñòâåííûå ñîñòîÿ-
íèÿ? Åñëè áû H âîîáùå íå ìåíÿëñÿ, îíè îñòàâàëèñü áû íåèçìåííûìè (çà èñêëþ÷å-
íèåì ôàçû, ðàçóìååòñÿ). Íî åñëè H ìåíÿåòñÿ, ïðè÷åì î÷åíü ìåäëåííî, òî êàê áóäóò
èçìåíÿòüñÿ ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà? Îêàçûâàåòñÿ, îíè áóäóò
ýâîëþöèîíèðîâàòü êàê ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ êîíñòàí-
òîé ~ = 1. Òàêèì îáðàçîì, àäèàáàòè÷åñêàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò îñîáûé ñòàòóñ
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Ðèñ. 42: Îòêëîíåíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îò ðåçóëüòàòà ïëàâíî ìåíÿþùåéñÿ óíèòàð-
íîé ýâîëþöèè. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïî äàííîé ñõåìå âåäåò ê î÷åíü ãðîìîçäêèì âû-
ðàæåíèÿì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìû íàäî îõâàòèòü âåñü ïðîöåññ
ñðàçó íà áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Çäåñü êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò èíòåðôåðåíöè-
îííûå ýôôåêòû - èçìåíåíèå ôàçû íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ïåðèîäîì 2π/E0 è ïåðâîãî
âîçáóæäåííîãî ñ ïåðèîäîì 2π/E0, ïðè÷åì ïåðèîäû òàêæå ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì!
Ïîýòîìó ðîëü èãðàåò ðàçíîñòü ýíåðãèé E1 − E0.

óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà: ýòîò óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ôàêòîì. Ôèçè÷å-
ñêèé ýëåìåíò â íåì - òîëüêî çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé Ïëàíêà.

6.1 Àäèàáàòè÷åñêàÿ òåîðåìà

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì èäåþ êâàíòîâûõ àäèàáàòè÷÷åñêèõ ïðîöåññîâ, è äîêàæåì
îñëàáëåííûé âàðèàíò àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìû.

Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ îñíîâíîé ãàìèëüòîíèàí H0 è öåëåâîé ãàìèëüòîíèàí H1. Ìû
õîòèì ðàññìîòðåòü ìåäëåííîå èçìåíåíèå ïåðâîãî ãàìèëüòîíèàíà, êîòîðîå ïðèâîäèò
â èòîãå êî âòîðîìó. Ýòî èçìåíåíèå - ãîìîòîïèÿ, çàäàâàåìàÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé
s(t) : s(0) = 0, s(T ) = 1, ãäå T - áîëüøîå ÷èñëî, òàê ÷òî H(t) = (1− s(t))H0 + s(t)H1

- çíà÷åíèå èçìåíåííîãî ãàìèëüòîíèàíà â ìîìåíò âðåìåíè t.

Àäèàáàòè÷åñêàÿ òåîðåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè î÷åíü ìàëîì çíà÷åíèè ∂H/∂t
ëþáîå ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå |Φ0

k〉 ãàìèëüòîíèàíà H0 â ðåçóëüòàòå êâàíòîâîé ýâîëþ-
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öèè, èíäóöèðîâàííîé ãàìèëüòîíèàíîì H(t), ïåðåéäåò ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ â ñîîò-
âåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå |Φ1

k〉 ãàìèëüòîíèàíà H1. Ïðè ýòîì ìåäëåííîñòü
èçìåíåíèÿ H(t) îçíà÷àåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ∂H/∂t = ∂s/∂t î÷åíü ìàëî ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëüþ g - òî åñòü ìèíèìàëüíûì çíà÷åíè-
åì ðàçíîñòè ñîáñòâåííûõ ýíåðãèé Ek(t) − Es(t) ïî âñåì k > s è ïî âñåì çíà÷åíèÿì
t : 0 ≤ t ≤ T . Ìû ïðåäïîëàãàåì ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ íåâûðîæäåííûìè, òàê ÷òî
ðàâåíñòâî Ek(t)− Es(t) = 0 äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè s = k.

Áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîáñòâåííûõ
ñîñòîÿíèé öåëåâîãî ãàìèëüòîíèàíà îáðàçàìè ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé îñíîâíîãî ãà-
ìèëüòîíèàíà íåîáõîäèìî åùå óñèëèòü òðåáîâàíèå, à èìåííî, íàäî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
max|∂s/∂t|/g2 áûëî áû î÷åíü ìàëîé âåëè÷èíîé.

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü àäèàáàòè÷åñêóþ òåîðåìó â ýòîé ñèëüíîé ôîðìå, à òîëüêî
ïîêàæåì èäåþ àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìû, è ïåðåéäåì ê åå èñïîëüçîâàíèþ â êâàíòîâûõ
âû÷èñëåíèÿõ.

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ÷åðåç |n〉 = |n(t)〉 îáîçíà÷àòü ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå ãàìèëüòî-
íèàíà H(t) ñ íîìåðîì n, à ÷åðåç En - ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè,
è îïóñêàòü ÿâíîå óïîìèíàíèå î âðåìåíè.

Ïóñòü çàôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå n0, òàê ÷òî |Ψ(0)〉 = |n0(0)〉.

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû |Ψ〉 â ìîìåíò t ïîä÷èíÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþØðå-
äèíãåðà

i~|Ψ̇〉 = H(t)|Ψ〉 (58)

è ìû ìîæåì ðàçëîæèòü åãî ïî ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì òåêóùåãî ãàìèëüòîíèàíà:
|Ψ〉 =

∑
n

an|n〉, ãäå âñå ñîñòîÿíèÿ è êîýôôèöèåíòû áóäóò çàâèñåòü îò âðåìåíè t.

Ìû èìååì:
an(0) = δn,n0 . (59)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (58), ìû ïîëó÷àåì∑
n

(ȧn|n〉+ an|ṅ〉) = H
∑
n

an|n〉 =
∑
n

En|n〉. (60)

Òåïåðü óìíîæèì ñëåâà ýòî ðàâåíñòâî íà 〈m| è âîñïîëüçóåìñÿ îðòîíîðìèðîâàí-
íîñòüþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ |n〉: 〈n|m〉 = δnm. Íàì áóäåò âàæíî çíà÷åíèå èíäåêñà
ñóììèðîâàíèÿ, è ìû ðàçäåëèì ñóììó íà äâå ÷àñòè òàê:

i~ȧm + i~
∑
n6=m

an〈m|ṅ〉+ i~am〈m|ṁ〉 = amEm. (61)

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ðàâåíñòâî H|n〉 = En|n〉, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ åãî ïî âðåìå-
íè t è óìíîæèâ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íà 〈m|:

Ḣ|n〉+H|ṅ〉 = Ėn|n〉+ En|ṅ〉, 〈m|Ḣ|n〉+ 〈m|H|ṅ〉 = Ėnδnm + En〈m|ṅ〉. (62)
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Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî m 6= n, è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 〈m|H = Em〈m| ïîëó÷àåì:

〈m|ṅ〉 =
〈m|Ḣ|n〉
En − Em

. (63)

Ñ ó÷åòîì (63) ðàâåíñòâî (61) ïðèîáðåòàåò âèä

i~ȧm + i~
∑
n6=m

an
〈m|Ḣ|n〉
En − Em

+ i~am〈m|ṁ〉 = amEm. (64)

Îòñþäà ìû ñðàçó ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà am:

ȧm = −cm(
i

~
Em + 〈m|ṁ〉) +

∑
n6=m

an
〈m|Ḣ|n〉
Em − En

(65)

Ìû âèäèì, ÷òî åñëè ÷àñòíîå 〈m|Ḣ|n〉
En−Em î÷åíü ìàëî äëÿ ëþáûõ m 6= n ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå, òî åñòü èíòåãðàëû

∆n,m =

T∫
0

an
〈m|Ḣ|n〉
En − Em

(66)

äëÿ n 6= m î÷åíü ìàëû, òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (65) ìîæíî îòáðîñèòü. è ìû ïîëó-
÷àåì äëÿ êîýôôèöèåíòà am çàäà÷ó Êîøè:

ȧm = A(t)cm, am(0) = 0

Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå (59) è òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè, ìû ïîëó÷àåì am = 0 äëÿ ëþáîãî m 6= n0.

Èòàê, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ∆n,m = o(1), àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðàáîòàåò
õîðîøî.

Îäíàêî, äëÿ êâàíòîâûõ àäèàáàòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ áîëåå òî÷-
íàÿ ôîðìóëèðîâêà àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìû, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè â êíèãå [24]:

Àäèàáàòè÷åñêàÿ òåîðåìà (óòî÷íåííûé âàðèàíò).

Åñëè |0(t)〉 - îñíîâíîå à |1(t)〉 - âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà H(t),
òàêîå ÷òî g = min 0≤t≤T, k=1,2,...,N−1|Ek −E0|, ãäå ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè k = 1,
òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 åñëè äëÿ âñåõ t : 0 ≤
t ≤ T âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:∣∣∣∣∣〈1|Ḣ|0〉g

∣∣∣∣∣ ≤ Cε,

∣∣∣∣∣〈1|Ḣ|0〉g2

∣∣∣∣∣ ≤ Cε (67)

è |Ψ〉 - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, è
íà÷àëüíûì óñëîâèåì |Ψ(0)〉 = |0(0)〉, òî |〈0(T )|Ψ(T )〉|2 ≤ 1− ε2.
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Òàêèì îáðàçîì, ïî ñðàâíåíèþ ñ íàøèì ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèåì, íàäî ïîòðå-
áîâàòü, ÷òîáû ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà áûëà áû ìåíüøå êâàäðàòà ìèíè-
ìàëüíîé ùåëè ìåæäó ýíåðãèÿìè.

Ìû íå áóäåì ñòðîãî äîêàçûâàòü ýòîò âàðèàíò àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìû, îòñûëàÿ
ñëóøàòåëÿ ê êíèãå [24]; ïîêàæåì ëèøü, ïî÷åìó íàäî òðåáîâàòü ìàëîñòè ñêîðîñòè
èçìåíåíèÿ H áîëüøåé, ÷åì g2.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ∆n,m = o(1) è óñëîâèå
∣∣∣ 〈1|Ḣ|0〉g2

∣∣∣ =

0(1). Èç âèäà èíòåãðàëà (66) òàêîãî òðåáîâàíèÿ ïðÿìî íå ñëåäóåò. Îäíàêî ðàññìîò-
ðèì ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt, íà êîòîðîì ãàìèëüòîíèàí ìàëî ìåíÿåòñÿ, òàê
÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü åãî êîíñòàíòîé. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (56) çàïèøåòñÿ â âèäå
ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì òåêóùåãî ãàìèëüòîíèàíà |φi〉:

|ψ〉 =
∑
i

e
1
~Eidtλi|φi〉 (68)

Åñëè âçÿòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî E0 = 0, ñäâèíóâ ñïåêòð íà
âåëè÷èíó E0, è òîãäà ìû óâèäèì, ÷òî âñå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ áóäóò èìåòü êî-
ýôôèöèåíò â âèäå îñöèëëèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ exp− i

~(Ei − E0)t, òàê ÷òî â ñëó÷àå
ïëàâíîãî èçìåíåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ýòè îñöèëëÿöèè äàäóò â èòîãå çíàêîïåðåìåííûé
ðÿä Ëåéáíèöà, â êîòîðîì ÷ëåíû áóäóò ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîêðàùàòü äðóã äðóãà, òàê
÷òî èíòåãðàë (66) ñâåäåòñÿ ê èíòåãðàëó ïî îäíîìó ïåðèîäó òàêîé îñöèëëÿöèè, êî-
òîðûé ðàâåí ïðèìåðíî O(1/g), è îò íåãî îñòàíåòñÿ âåëè÷èíà, ïî ïîðÿäêó ðàâíàÿ
O(〈1|Ḣ|0〉/g2, òî åñòü ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ñàìîãî ãàìèëüòîíèàíà
H (ñì. ðèñóíîê 43).

Ðàññìîòðèì îñíîâíîé èíòåãðàë (66), è îöåíèì åãî ãðóáî. Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí
ìåíÿåòñÿ ìåäëåííî, òàê ÷òî íà ïðîìåæóòêå [0,∆t] îí ìàëî ìåíÿåòñÿ, íî îñíîâíûå
ñîñòîÿíèÿ ìåíÿþò ôàçó ñóùåñòâåííî. Ñ÷èòàåì, ÷òî ~ = 1. Òîãäà ñîñòîÿíèÿ |0〉 è |1〉
- îñíîâíîå è âîçáóæäåííîå, íà ýòîì ïðîìåæóòêå - ýâîëþöèîíèðóþò òàêèì îáðàçîì:

|0(dt)〉 = e−iE0t|0(0)〉, |1(t)〉 = e−iE1dt|1(0)〉, (69)

Òîãäà ÷èñëèòåëü â âûðàæåíèè (66) ïðèìåò âèä

ei(E1−E0)t〈1(0)| ˙H(taverage)|0(0)〉 (70)

è áóäåò îñöèëëèðîâàòü ñ ïåðèîäîì ïîðÿäêà O(1/(E1 − E0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãà-
ìèëüòîíèàí ìåíÿåòñÿ ïëàâíî, òàê ÷òî 〈1|Ḣ|0〉 èìååò îãðàíè÷åííî ÷èñëî ìîíîòîííûõ
ó÷àñòêîâ. Îöåíèì âåëè÷èíó (66), ó÷èòûâàÿ ñîêðàùåíèå â èíòåðôåðåíöèè, ïîðîæäåí-
íîå îñöèëëÿöèÿìè êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòû â (70) íà ó÷àñòêå ìîíîòîííîñòè ÷èñëè-
òåëÿ. Çäåñü ó íàñ áóäåò ðÿä Ëåéáíèöà, ñóììà êîòîðîãî ðàâíà ïî ïîðÿäêó ñòàðøåìó
÷ëåíó ðÿäà. Òàê ÷òî èíòåãðàë ñâåäåòñÿ ê èíòåãðàëó ïî ó÷àñòêó äëèíû O(1/E1 −E0)
îò âûðàæåíèÿ max(Ḣ), ÷òî è äàñò â èòîãå ôîðìóëó (67). Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ
ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 43.
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Ðèñ. 43: Èíòåðôåðåíöèÿ â îòêëîíåíèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îò ðåçóëüòàòà ïëàâíî
ìåíÿþùåéñÿ óíèòàðíîé ýâîëþöèè.

6.2 Àäèàáàòè÷åñêàÿ ôîðìà àëãîðèòìà Ãðîâåðà

Àëãîðèòì Ãðîâåðà, ïåðâîíà÷àëüíî ñôîðìóëèðîâàííûé â òåðìèíàõ êâàíòîâûõ îïå-
ðàöèé (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåéòîâ), ìîæåò èìåòü è íåïðåðûâíóþ ôîðìó.

Âïåðâûå òàêóþ ôîðìó ïðåäëîæèëè Farhi è Gutman. Îíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü íàì íàäî íàéòè íåèçâåñòíîå áàçèñíîå ñîñòîÿíèå |m〉, êîòîðîå ìû íàçîâåì öå-
ëåâûì. Ìû ñîçäàäèì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå |s〉 - ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå,
êîòîðîå íàì óäîáíî ïîñòðîèòü. Âîçüìåì ãàìèëüòîíèàí H = E|m〉〈m|+ E|s〉〈s|.

Òîãäà, êàê ìû óæå âèäåëè ðàíåå, øðåäèíãåðîâñêàÿ ýâîëþöèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ ãà-
ìèëüòîíèàíîìH, ïðèâåäåò íàñ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â öåëåâîå çà âðåìÿ π/(2E〈m|s〉).
Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî, äèàãîíàëèçèðîâàâ ãàìèëüòîíè-
àí H, è íàéäÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â ÿâíîì âèäå, ñ÷èòàÿ ~ = 1. Îäíàêî
ýòî óòâåðæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, â êàíîíè÷åñêîé âåðñèè
àëãîðèòìà Ãðîâåðà ïðèìåíåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà U = I0̃Im = e−i|m〉〈m|e−i|s〉〈s|,
÷òî íå ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ ýâîëþöèè, èíäóöèðîâàííîé ãàìèëüòîíèàíîì H, òàê
êàê ãàìèëüòîíèàíû |m〉〈m| è |s〉〈s| íå êîììóòèðóþò.

Êàê âèäíî, íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà Ãðîâåðà äîñòàâëÿåò òî æå ñàìîå êâ-
íàòîâîå óñêîðåíèå ðåøåíèÿ ïåðåáîðíîé çàäà÷è, ÷òî è GSA.

Îäíàêî ñ àäèàáàòè÷åñêîé ôîðìîé àëãîðèòìà Ãðîâåðà âñå îáñòîèò íå òàê ïðîñòî.

Ìû ñîçäàäèì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå |Ψ(0)〉 = 1√
N

N−1∑
a=0

|a〉, êàê â îïåðàöèîííîé ôîðìå

GSA, è äîïóñòèì, ÷òî ìû ìîæåì ñîçäàòü ýâîëþöèþ, èíäóöèðîâàííóþ ãàìèëüòîíèà-
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íîì H̃(s) = (1− s)H0 + sHm, ãäå

H0 = I − |Ψ0〉〈Ψ0|, Hm = I − |m〉〈m|

Àäèàáàòè÷åñêèé àëãîðèòì ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ê íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ |Ψ0〉
ïåðåìåííîãî ãàìèëüòîíèàíà H(s), ãäå ôóíêöèÿ s(t) òàêîâà, ÷òî s(0) = 0, s(T ) = 1
äëÿ áîëüøîãî T . Èñêóññòâî àäèàáàòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ñîñòîèò â âûáîðå ôóíêöèè
çàìåäëåíèÿ s(t).

Çàìåòèì, ÷òî |Ψ0〉 è |m〉 åñòü îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíîâ H0 è Hm ñîîò-
âåñòâåííî, ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Áóäåì ÷åðåç H(t) îáîçíà÷àòü çàâèñèìîñòü ãàìèëüòîíèàíà îò ðåàëüíîãî âðåìåíè
t, äëÿ îòëè÷åíèÿ îò H̃(s) - çàâèñèìîñòü îò àáñòðàêòíîãî ïàðàìåòðà s. Çàâèñèìîñòü s
îò t îçíà÷àåò çàìåäëåíèå ýâîëþöèè.

Â óñëîâèÿõ àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìû äëÿ ãàìèëüòîíèàíà H(t) ìû îïÿòü áóäåì
ñ÷èòàòü |0〉 - îñíîâíûì, à 1〉 - âîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèåì, äëÿ êîòîðîãî ðåàëèçóåòñÿ
ùåëü ýíåðãèè ðàçìåðà g. Òîãäà ìû èìååì:

〈1|Ḣ|0〉 =
ds

dt
〈1|dH̃

ds
|0〉 =

1

T
〈1 H̃
ds
|0〉. (71)

Ñíà÷àëà ìû ïîïðîáóåì ïîéòè ïî ïðîñòîìó ïóòè, è âûáåðåì s(t) - ëèíåéíîé ôóíê-
öèåé: s = t/T äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî T ; òîãäà ãàìèëüòîíèàí áóäåò ìåíÿòüñÿ ìåä-
ëåííî. Ðåøàÿ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà H, ìû ìîæåì
íàéòè è ýíåðãåòè÷åñêóþ ùåëü. Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé òàêîâ:

g =

√
1− 4

N − 1

N
s(1− s), (72)

ïðè ýòîì |〈1|dH̃
ds
|0〉| ≤ 1.

Ôîðìóëà (72) ãðàôè÷åñêè ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñóíêå 44. Òåïåðü ìû íàéäåì
ìèíèìàëüíóþ ùåëü, êîòîðàÿ ðàâíà gmin = 1/

√
N (ïîëó÷àåòñÿ ïðè s = 1/2). Òîãäà

óñëîâèå àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìû äàåò íàì íåðàâåíñòâî T ≥ N/ε. Ìû, òàêèì îáðà-
çîì, ïîëó÷àåì òî æå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ |m〉, ÷òî è íà êëàññè÷åñêîì êîìïüþòåðå, è
àäèàáàòè÷åñêèé àëãîðèòì íå äàåò êâàíòîâîãî óñêîðåíèÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êâàíòîâîãî óñêîðåíèÿ ìû çàäàäèì áîëåå ñëîæíîå, íåëèíåéíîå çà-
ìåäëåíèå âðåìåíè s(t). Ïîñêîëüêó êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ùåëè g äîñòèãàåòñÿ íå â
ëþáîé ìîìåíò, à òîëüêî ïðè s = 1/2, ìû ìîæåì óëó÷øèòü îöåíêó îáùåãî âðåìåíè
ðàáîòû àëãîðèòìà, ïîäîáðàâ íåëèíåéíîå çàìåäëåíèå. Äëÿ ýòîãî ìû ïðèìåíèì ñîîò-
íîøåíèå (67) ëîêàëüíî, ïîëó÷èâ ôîðìóëó

|ṡ| ≤ g2(t)/|〈1|dH̃
dt
|0〉|. (73)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (72) ïðè óñëîâèè |〈1|dH̃
ds
|0〉| ≤ 1, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

íà çàìåäëåíèå âðåìåíè âèäà:

ṡ = εg2(t) = ε(1− 4(1− 1/N)s(1− s)) (74)
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Ðèñ. 44: Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà H̃ ïðè N = 64. Ðèñóíîê âçÿò èç ñòà-
òüè Roland, Cerf, Quantum Search by Local Adiabatic Evolution (arxive.org, quant-
ph/0107015).

äëÿ ìàëîãî ε. Èíòåãðàöèÿ (74) äàåò

t =
N

2ε
√
N − 1

(arctg((2s− 1)
√
N − 1 + arctg

√
N − 1), (75)

èíâåðòèðóÿ, ìû íàõîäèì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ çàìåäëåíèÿ âðåìåíè â
âèäå ãðàôèêà, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñóíêå 45. Çäåñü âèäíî, ÷òî íàèáîëåå áûñòðî
âðåìÿ òå÷åò â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå ùåëü âåëèêà, è ìåäëåííî - ãäå ùåëü ìàëà.

Ïîëíîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íàéäåì, ïîäñòàâëÿÿ s = 1 â (74): T = π
√
N/2ε -

ýòî èìåííî òî óñêîðåíèå, êîòîðîå äàåò ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì Ãðîâåðà.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî íàéäåííîå êâàíòîâîå óñêîðåíèå àäèàáàòè÷åñêèì ìåòîäîì
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà êîíêóðèðóþùèõ áàçèñíûõ ñîñòî-
ÿíèÿ |m〉 è |m′〉, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü öåëåâûì äëÿ àëãîðèòìà Ãðîâåðà.
Ïóñòü ψm〉 è |φm′〉 - ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ïðè àäèàáàòè÷åñêîì âû÷èñëå-
íèè ñ íåêîòîðûì çàìåäëåíèåì âðåìåíè s(t). Ïðàâèëüíî ðàáîòàþùèé àëãîðèòì äîë-
æåí èõ äîñòîâåðíî ðàçëè÷àòü çà âðåìÿ T , òî åñòü äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

1− |〈ψm(T )|ψm′(T )〉|2 ≥ ε (76)

Âî ââåäåííûõ íàìè îáîçíà÷åíèÿõ, ìû ðàçîáúåì ãàìèëüòîíèàí íà äâà ñëàãàåìûõ:
H̃(s) = H̃1(s) + H̃2m(s), ãäå

H̃1(s) = I − (1− s)|ψ0〉〈ψ0|, H̃2m(s) = −s|m〉〈m|
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Ðèñ. 45: Îïòèìàëüíîå çàìåäëåíèå âðåìåíè äëÿ àäèàáàòè÷åñêîé âåðñèè GSA. Ðèñóíîê
âçÿò èç ñòàòüè Roland, Cerf, Quantum Search by Local Adiabatic Evolution (arxive.org,
quant-ph/0107015).

Äëÿ çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè t ìû, êàê è ïðåæäå, èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå H áåç
òèëüä. Òîãäà |ψm〉 è |ψm′〉 áóäóò ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

i|ψ̇m〉 = (H1 +H2m)|ψ〉, i|ψ̇m′〉 = (H1 +H2m′)|ψ〉

ñ îáùèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì |ψm(0)〉 = |ψm′(0)〉 = |ψ0〉.

Ìû èìååì:
d
dt

(1− |〈ψm|ψm′〉|2) =
2Im(〈ψm|H2m −H2m′ |ψm′〉〈ψm′ |ψm〉)
≤ 2|〈ψm|H2m −H2m′ |ψm′〉| |〈ψm′ |ψm〉|
≤ 2(|〈ψm|H2m|ψm′〉|+ |〈ψm|H2m′|ψm′〉|).

(77)

Òåïåðü âîçüìåì ñóììó ïî m,m′ è ïîëó÷èì:

d
dt

∑
m,m′

(1− |〈ψm|ψm′〉|2) ≤ 4
∑
m,m′
|〈ψm|H2m|ψm′〉|

≤ 4
∑
m,m′
‖H2m|ψm〉‖ ‖|psim′〉‖ ≤ 4N

∑
m

‖H2m|ψm〉‖.
(78)

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå èñïîëüçîâàëîñü íåðàâåíñòâî Êîøè - Áóíÿêîâñêîãî - Øâàðöà.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ íîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 èç

∑
m

‖H2m|ψ〉‖2 = s2 ñëåäóåò∑
m

‖H2m|ψ〉‖ ≤
√
Ns (íåðàâåíñòâî ìåæäó íîðìàìè â ïðîñòðàíñòâàõ l2 è l1).
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Â ðåçóëüòàòå ìû èìååì:

d

dt

∑
m,m′

(1− |〈ψm|ψm′〉|2) ≤ 4N
√
Ns. (79)

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ìû èìååì:

∑
m,m′

(1− |〈ψm|ψm′〉|2) ≤ 2N
√
N

T∫
0

s(t)dt

è, ó÷èòûâàÿ (76), íàõîäèì

T ≥ ε(N − 1)/(4
√
N)

÷òî è äîêàçûâàåò, ÷òî ïðàâèëüíî ðàáîòàþùèé àäèàáàòè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ çà-
äà÷è ïåðåáîðà íå ìîæåò ðàáîòàòü áûñòðåå êîðíÿ èç êëàññè÷åñêîãî âðåìåíè.

Ó àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìû åñòü ìíîæåñòâî ôîðì, è îöåíîê ïîãðåøíîñòåé. Ñàìàÿ
ïðîñòàÿ ïðèíàäëåæèò Ëàíäàó è Çåíåðó; îíà ñïðàâåäëèâà òîëüêî äëÿ äâóõ-óðîâíåâîé
ñèñòåìû, òî åñòü äëÿ îäíîãî êóáèòà. Îíà èìååò âèä

err = O(e−C∆2tf )

ãäå tf - ïîëíîå âðåìÿ ïðîöåññà.

6.3 Ïîñòðîåíèå ãàìèëüòîíèàíîâ äëÿ àäèàáàòè÷åñêèõ âû÷èñ-

ëåíèé

Äëÿ ðåàëèçàöèè àäèàáàòè÷åñêñîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî ïðàêòè÷åñêè ïîñòðîèòü ãà-
ìèëüòîíèàíû ñ íóæíûì ñâîéñòâîì: äëÿ íà÷àëüíîãî H0 åãî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äîëæ-
íî áûòü äîñòàòî÷íî ïðîñòûì, à äëÿ öåëåâîãî H1 îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äîëæíî äàâàòü
ðåøåíèå èñêîìîé çàäà÷è.

Êàê ïðàâèëî, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå íà÷àëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà âûáèðàåòñÿ, êàê è â

îïåðàòîðíîé âåðñèè àëãîðèòìà Ãðîâåðà, â âèäå |0̃〉 = 1√
N

N−1∑
j=0

|j〉. Òàêîé ãàìèëüòîíèàí,
ñ òàêèì îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì, èìååò âèä

HI =
m∑
i−1

1− σxi
2

.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè m = 1 ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, à äëÿ áîëüøèõ m ãà-
ìèëüòîíèàí ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó ñëàãàåìûõ - îïåðàòîðîâ, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ
ñîáñòâåííûìè ñîñòîÿíèÿìè áóäóò ñîñòîÿíèÿ, èìåþùèå â îáîçíà÷åíèÿõ èç ëèíåéíîé
àëãåáðû âèäà (...a, a...)∗, ãäå âûäåëåíû ïîçèöèè â âåêòîðå - ñòîëáöå - áàçèñíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóùèå çíà÷åíèÿì 0 è 1 ôèêñèðîâàííîãî êóáèòà, à ìíîãîòî÷èå îáîçíà-
÷àåò ïðîèçâîëüíûå ñîñòîÿíèÿ. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà òàêèõ îïåðàòîðîâ èìååò
ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå |0̃〉.
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Ðèñ. 46: Ïîâåäåíèå 4 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ àëãîðèòìà 2-bit Disagree. Ðèñóíîê
âçÿò èç ñòàòüè Adiabatic quanatum computation and quantum annealing (Catherine
McGeoch).

Òåïåðü ìû çàéìåìñÿ öåëåâûì ãàìèëüòîíèàíîì H1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòîé
ïðèìåð. Ó íàñ åñòü äâà êóáèòà è çàäà÷à â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ðàâíû ëè èõ çíà-
÷åíèÿ. Äëÿ òàêîé çàäà÷è ïîèñêà ñîâïàäåíèé îñíîâíîå ñîñòîÿíèå öåëåâîãî ãàìèëüòî-
íèàíà áóäåò

1√
2

(|01〉+ |10〉.

à öåëåâîé ãàìèëüòîíèàí áóäåò èìåòü âèä

H1 =
1

2
(I + σz1σ

z
2).

Ýòî - òàê íàçûâàåìûé 2-bit Disagree àëãîðèòì. Íà ðèñóíêå 46 èçîáðàæåíî ïî-
âåäåíèå åãî ñïåêòðà â çàâèñèìîñòè îò ðåæèìà s(t). Ñêëåèâàíèå äâóõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé â êîíöå ïðîöåññà íå ÿâëÿåòñÿ ôàòàëüíûì, òàê êàê íàì âñå ðàâíî, êàêîå èç
îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé áóäåò âûäàíî ïðè èçìåðåíèè êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ðàññìîòðèì íåìíîãî áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó - òî÷íîãî ïîêðûòèÿ. Ýòî çàäà÷à îïðå-
äåëåíèÿ èñòèííîñòè êîíúþíêöèè &cCc ãäå êàæäûé ñîìíîæèòåëü Cc èìååò âèä x

c
1, x

c
2, x

c
3,

xcj = xi èëè x
c
j =6 xi è Cc èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç xc1, xc2, xc3 ðîâíî îäèí

÷ëåí èñòèíåí.

Ìû äëÿ êàæäîãî c ââåäåì ôóíêöèþ ïîêðûòèÿ

fc = (1− xc1 − xc2 − xc3)2

è ïîëîæèì f(x̄) =
∑
c

fc(x̄). Òåïåðü ìû èìååì

f(x̄) = −2m−
∑
i

(Bixi +Bixixi) +
∑
i<j

Cijxixj = −2m+
∑
i<j

Cij(1− si)(1− sj)
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ãäå xi = (1− si)/2 - ôîðìóëà äëÿ ïåðåõîäà ìåæäó áóëåâñêèìè ïåðåìåííûìè xi =
0, 1 è ñïèíîâûìè ïåðåìåííûìè si = ±1.

Öåëåâîé ãàìèëüòîíèàí äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò âèä

H1 =
∑
i<j

Cij(1− σzi )(1− σzj ).

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé âèä SAT - ïðîáëåìû - âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû ëîãèêè
âûêàçûâàíèé. Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà çàäàíà â êîíúþíêòèâíîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìå, áîëåå òîãî, ÷òî êàæäûé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí èìååò âèä fc, òîëüêî
òåïåðü èñòèííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè fc áóäåò èìåòü âèä

fc(s1, s2, s3) = (5− s1 − s2 − s3 + s1s2 + s2s3 + s1s3 + 3s1s2s3)/8.

Ìîäåëü Èçèíãà. Ôóíêöèÿ ýíåðãèè äëÿ áàçèñíîãî ñîñòîÿíèÿ n ñïèíîâ, ñîåäèíåííûõ
ïîïàðíî, èìååò âèä

H(s̄) =
∑
i

hisi +
∑
i<j

Jijsisj.

Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ s̄, ìèíèìèçèðóþùåé äàííóþ ôóíêöèþ NP-ïîëíà åñëè ñïèíû
ñîåäèíåíû â âèäå òðåõìåðíîé ñòðóêòóðû (Èñòðàë). Fu è Anderson ïîêàçàëè, ÷òî îíà
NP- ïîëíà äàæå äëÿ 2D ñîåäèíåíèé ïðè óñëîâèè ïðèñóòñòâèÿ íåíóëåâûõ hi. Çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè H(s̄) ýêâèâàëåíòíà íàõîæäåíèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ãàìèëüòîíèàíà

H =
∑
i

hiσ
z
i +

∑
i<j

Jijσ
z
i σ

z
j .

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä êâàíòîâîãî îòæèãà.

Îí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ó íàñ åñòü öåëåâîé ãàìèëüòîíèàí Htar, îñíîâíîå ñî-
ñòîÿíèå êîòîðîãî íàì íàäî íàéòè. Ìû âûáèðàåì âîçìóùàþùèé ãàìèëüòîíèàí Hd è
ðàñïèñàíèå G(t), âûðàæàþùåå èíòåíñèâíîñòü âîçìóùåíèÿ. Ýòî ðàñïèñàíèå óñòðîåíî
òàê: G(0)� 1, G(t)→ 0 (t→∞). Òåêóùèé ãàìèëüòîíèàí âûáèðàåòñÿ â âèäå

H(t) = Htar +G(t)Hd.

Èëëþñòðàöèÿ êâàíòîâîãî îòæèãà ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 47
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Ðèñ. 47: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êâàíòîâîãî îòæèãà. Ðèñóíîê âçÿò èç ñòàòüè
Adiabatic quanatum computation and quantum annealing (Catherine McGeoch).

7 Ëåêöèÿ 7. Óïðîùåííîå óïðàâëåíèå è èäåíòè÷íîñòü

ôåðìèîíîâ â êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ

Êâàíòîâûé êîìïüþòåð ïðåäñòàâëÿåò áåñïðåöåäåíòíóþ ïðîâåðêó êâàíòîâîé ôèçè-
êè è òðåáóåò òàêîãî óðîâíÿ óïðàâëåíèÿ íàíî-îáúåêòàìè, êîòîðûé íèêîãäà ðàíüøå íå
äîñòèãàëñÿ èñêóññòâåííûì ïóòåì. Â òî âðåìÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ êâàíòîâûõ
âû÷èñëåíèé â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîãî êîïåíãàãåíñêîãî ôîðìàëèçìà õîðîøî ðàçðàáî-
òàíà, ôèçè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñåðüåçíûé âûçîâ
íàøåìó ïîíèìàíèþ Ïðèðîäû. Ïîýòîìó âàæíî íàéòè íàèáîëåå ïðîñòóþ ôîðìó ðåàëè-
çàöèè òàêèõ âû÷èñëåíèé, êîòîðàÿ áû îïèðàëàñü íà ñàìûå îñíîâû êâàíòîâîé òåîðèè
è ïðåäñòàâëÿëà áû íàèìåíüøèå òåõíîëîãè÷åñêèå òðóäíîñòè. Äâà óñëîâèÿ äëÿ òàêîé
ñõåìû äîëæíû áûòü âûïîëíåíû: àäåêâàòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé è
ðåàëèñòè÷åñêîå óïðàâëåíèå âû÷èñëåíèåì.

Îáû÷íî âû÷èñëèòåëüíûé ýëåìåíò - êóáèò - ìû ïðåäñòàâëÿåì â âèäå íåêîòîðîé
õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû, íàïðèìåð, åå ñïèíà èëè ïðîñòðàíñòâåííîãî
ïîëîæåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä õîðîø äëÿ èçîëèðîâàííûõ êóáèòîâ. Äëÿ ñèñòåìû íåñêîëü-
êèõ êóáèòîâ îí âñòðå÷àåò òðóäíîñòè, ïðîèñõîäÿùèå èç-çà èäåíòè÷íîñòè (íåðàçëè÷è-
ìîñòè) ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö îäíîãî òèïà. Â âû÷èñëåíèÿõ ìû äîëæíû èìåòü âîçìîæ-
íîñòü îáðàùåíèÿ ê îïðåäåëåííîìó êóáèòó, òîãäà êàê ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷åíèå
ýòîãî êóáèòà îò áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ äðóãèõ, èäåíòè÷íûõ êóáèòîâ. Êîíå÷íî, ìû
ìîãëè áû ðàñïîëîæèòü ýòè êóáèòû íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, íî â ýòîì
ñëó÷àå íàì áûëî áû òðóäíî îãðàíèçîâàòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íèìè, íåîáõîäèìîå
äëÿ ñîâåðøåíèÿ çàïóòûâàþùåãî ãåéòà, íåîáõîäèìîãî äëÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé.

85



Îäíî èç ðåøåíèèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâî Ôîêà ÷èñåë
çàïîëíåíèÿ äëÿ êâàíòâîûõ âû÷èñëåíèé. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ êóáèòîâ
ñ óðîâíÿìè ýíåðãèè â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà, òàê ÷ò÷î íóëü òðàêòóåòñÿ êàê ñâîáîäíûé
îò ÷àñòèö óðîâåíü, à åäèíèöà - êàê óðîâåíü, çàíÿòûé êàêîé-ëèáî ÷àñòèöåé. Ýòîò ïîä-
õîä äàåò óíèâåðñàëüíîå êâàíòîâîå âû÷èñëåíèå âûñîêîé öåíîé. Òðåáóåòñÿ óïðàâëÿòü
íå òîëüêî âíåøíèì ïîëåì è òóííåëèðîâàíèåì, íî è äèàãîíàëüíûì âçàèìîäåéñòâè-
åì ìåæäó êóáèòàìè, à òàêæå êîíòàêòîì ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì; òî åñòü ìû äîëæíû
óìåòü óïðàâëÿòü äèíàìèêîé êîôôèöèåíòîâ α, β, γ â (87) è äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàå-
ìûì δa+

k a
+
j + δ∗akaj.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû óâèäèì, êàê ìîæíî óìåíüøèòü ýòó öåíó, ïðèëåêàÿ íåïðå-
ðûâíûå è íåêîíòðîëèðóåìûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíû äâå âåùè: ïðåäïî-
ëîæåíèå î òîì, ÷òî èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí ñîäåðæèò òîëüêî âíåøíåå ïîëå, äèàãî-
íàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå è òóííåëèðîâàíèå, è ââåäåíèå íîâîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó
âû÷èñëèòåëüíûì áàçèñîì êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé è ïðîñòðàíñòâîì ÷èñåë çàïîëíå-
íèÿ. Òîãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ óíèâåðñàëüíîãî êâàíòîâîãî âû÷èñäåíèÿ íàì áóäåò íóíî
òîëüêî óìåòü óïðàâëÿòü âíåøíèì ïîëåì è òóííåëèðîâàíèåì, ÷òî äîñòèæèìî ñ ïîìî-
ùüþ ëàçåðîâ. Ìû äàäèì îáùóþ ñõåìó òàêèõ âû÷èñëåíèé, îñíîâûâàÿñü íà ðàáîòàõ
[25], [26], è àäàïòèðóÿ èçëîæåííûå òàì ìåòîäû ê ïðîñòðàíñòâó ÷èñåë çàïîëíåíèÿ.

7.1 Îäíîêóáèòíîå óïðàâëåíèå êâàíòîâûì âû÷èñëåíèåì

Ïåðâàÿ âèäèìàÿ òðóäíîñòü ïðè ðåàëèçàöèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé - âûïîëíåíèå
äâóõêóáèòíûõ çàïóòûâàþùèõ îïåðàöèé ñ îãðîìíîé òî÷íîñòüþ. Ìû äîëæíû óìåòü
óïðàâëÿòü çàïóòàííîñòüþ ÷àñòèö, îïåðèðóÿ ñ ïåðåêðûòèåì íîñèòåëåé èõ âîëíîâûõ
ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâåííîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïðè ýòîì ìû äîëæíû òàêæå íàäåæ-
íî ðàçëè÷àòü ÷àñòèöû, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ìàëîì ïåðåêðûòèè èõ âîëíîâûõ
ôóíêöèé; íàëèöî î÷åâèäíîå ïðîòèâîðå÷èå â òðåáîâàíèÿõ, ÷îî äåëàåò äâóõêóáèòíûå
îïåðàöèè íàìíîãî áîëåå ñëîæíûìè, ÷åì îäíîêóáèòîâûå.

Çäåñü ìîæíî ïîñòóïèòü òàê. Ìû ìîæåì óïðàâëÿòü òîëüêî îäíîêóáèòîâûìè îïåðà-
öèÿìè, à äâóõêóáèòîâîå åñòåñòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå îñòàâèòü áåç óïðàâëåíèÿ, òàê
÷òî îíî áóäåò èäòè â åñòåñòâåííîì ðåæèìå. Òàêàÿ ìîäåëü êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà
óæå áóäåò áîëåå ðåàëèñòè÷íîé, ÷åì àáñòðàêòíàÿ ôåéíìàíîâñêàÿ ñõåìà, â êîòîðîé
ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ óïðàâëåíèå òàêæå è äâóõêóáèòíûìè ãåéòàìè. Ìû ñíà÷àëà ïî-
êàæåì, êàê ýòà ñõåìà ðàáîòàåò äëÿ ÷àñòèö ñ êâàäðàòè÷íûì âçàèìîäåéòâèåì. Çäåñü
òðóäíîñòü â òîì, ÷òî òàêîå âçàèìîäåéòâèå îõâàòûâàåò íå òîëüêî âûäåëåííûå êóáèòû,
íî è ñîñåäíèå ñ íèìè, êîòîðûå íå äîëæíû ïðèíèìàòü ó÷àñòèÿ â ðàáîòå ãåéòà. Òàêèå
�ïàðàçèòíûå� âçàèìîäåéñòâèÿ ìû áóäåì ïîäàâëÿòü îäíîêóáèòíûìè îïåðàöèÿìè.

Ìû ïîêàæåì, êàê ðåàëèçîâàòü êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â ðàìêàõ òàêîé
ìîäåëè. Ãëàâíîå íàøå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, òî äâóõêóáèòíûå âçèìîäåéñòâèÿ
äîëæíû èìåòü äèàãîíàëüíóþ ôîðìó. Äëÿ ïðîñòîòû, ìû ñíà÷àëà áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ïîòåíöèàë âçàèìîäåééñòâèÿ ìåæäó êóáèòàìè ïàäàåò î÷åíü áûñòðî ñ óâåëè÷åíèåì
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè, à èìåííî, èìååò âèä ïîòåíöèàëà Þêàâû. Ýòîò ìåòîä ïðèìå-
íèì ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó äèàãîíàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Ïîòîì ìû ïðèìåíèì
ýòîò ïîäõîä ê ìíîãèì êóáèòì ñ êâàäðàòè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì.
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7.1.1 Ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà îäíîêóáèòíîì óïðàâ-
ëåíèè

Êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå - êëþ÷åâîé ýëåìåíò â êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ,
ïðèìåíÿåìûé êàê ïîäïðîãðàììà â ðàçíûõ àëãîðèòìàõ, íàïðèìåð, äëÿ ôàêòîðèçà-
öèè öåëûõ ÷èñåë (ñì. [18]); êâàíòîâàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ îáðàòíîå ê íåìó ïðå-
îáðàçîâàíèå, ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 41. Ìû áóäåì, êàê îáû÷íî, ïðåäñòàâëÿòü öåëîå
÷èñëî â âèäå a = a0 + a02 + . . . + al−12l−1 è èäåíòèôèöèðîâàòü ñ íèì áàçèñíîå ñî-
ñòîÿíèå |a0 a1 . . . al−1 〉 = |a〉 â L = 2l ìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòî-
ÿíèé. Ýòè ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ äëÿ âõîäíûõ ñîñòîÿíèé
êâàíòîâîé ñõåìû èç ãåéòîâ; ìû áóäåì ðàñïîëàãàòü êóáèòû ñâåðõó âíèç. Àíàëîãè÷-
íî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü è âûõîäíîå ñîñòîÿíèå ñ áèíàðíûìè çíàêàìè bj ÷èñëà
b = b0 + b02 + . . . + bl−12l−1 êîòîðûå ìû áóäåì ðàñïîëàãàòü â ïðîòèâîïîëîæíîì ïî-
ðÿäêå - ñíèçó ââåðõ, êàê ýòî äåëàëîñü ðàíåå.

Íàøà ñõåìà áóäåò âûïîëíÿòü ïðåîáðàçîâàíèå QFT−1 çà O(l2) øàãîâ, òîãäà êàê
ìàòðèöà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò ðàçìåðíîñòü l2. Ìû òàêæå ïîêàæåì, êàê èçáå-
æàòü íåîáõîäèìîñòè óïðàâëÿòü äâóõêóáèòíûìè îïåðàöèÿìè, ÷òîáû îíè ïðîèñõîäèëè
â ôîíîâîì ðåæèìå. Èòê, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ êó-
áèòàìè âèäà

A) H =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 ρ

 , ρ > 0, B) H =


ρ1 0 0 0
0 ρ2 0 0
0 0 ρ3 0
0 0 0 ρ4

 , (80)

ãäå âñå ρ = ρ0
e−br

r
; b = const; r åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó êóáèòàìè è ρ1+ρ4 6= ρ2+ρ3. Ìû

ðàñïîëîæèì l êóáèòîâ â îäíó ëèíèþ ñ ðàâíûìè èíòåðâàëàìè. Ïóñòü âçèìîäåéññòâèå
ìåæäó êóáèòàìè j è k èìååò ãàìèëüòîíèí Hj,kâèäà (80). Òàêîé òèï ãàèìëüòîíèàíà
âîçíèêàåò, íïðèìåð, â ìîäåëè Èçèíãà ñ ÷àñòèöàìè ñïèíà 1/2. Òðåáóåìîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó êóáèòàìè ìû ìîæåì îáåñïå÷èòü, ðàñïîëàãàÿ èõ â îòäåëüíûõ ïîòåíöèàëüíûõ
ÿìàõ. Âûáèðàÿ ïîäõîäÿùóþ åäèíèöó äëèíû, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî b = 1. Ñíà÷àëà
èññëåäóåì âçààèìîäåéñòâèå âèäà (80, A) à çàòåì ðàñïðîñòðàíèì ðåçóëüòàòà íà ñëó÷àé
(80, B).

Ðåàëèçàöèÿ QFT ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçîâîãî ñäâèãà

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå QFT è îáðàòíîå ê íåìó èìååò âèä:

QFT : |b〉 −→ 1√
L

L−1∑
a=0

e−
2πi ab
L |a〉, QFT−1 : |a〉 −→ 1√

L

L−1∑
b=0

e
2πi ab
L |b〉. (81)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ñëåäóþùåé ñõåìîé ãåéòîâ.

87



.

i
i

i
i

i
j

k

a4

a3

a2

a1

a0

b0

b1

b2

b3

b4

Ðèñ. 48: Ðåàëèçàöèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçîâîãî ñäâè-
ãà. Ïðÿìîóãîëüíèêè îáîçíà÷àþò íåïðåðûâíîå âçàèìîäåéñòâèå, êðóãè - îïåðàòîð Àäà-
ìàðà

Çäåñü ïðÿìîóãîëüíèêè îáîçíà÷àþò óíèòàðíûå îïåðàòîðû âèäà U = e−iH̃ , ãäå
H̃ =

∑
l>j>k≥0

H̃j,k, è âñå H̃j,k èìåþò âèä (80 , A) ñ ρ0 = π, r = j − k. Åñëè ìû âûáåðåì

ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ~ρ0 = π, ïðè÷åì åäèíèöà äëèíû òàêîâà ÷òî r = j − k, òî
U áóäåò â òî÷íîñòè îïåðàòîðîì, ïåðåâîäÿùèì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñ äàííûì ãàìèëü-
òîíèàíîì â åäèíèöó âðåìåíè. Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îäíîêóáèòíûå îïåðàòîðû
çàíèìàþò ïðåíåáðåæèìî ìàëîå âðåìÿ, òàê ÷òî âçàèìîäåééñòâèå êóáèòîâ â òå÷åíèå
ýòîãî âðåìåíè íå ìåíÿåò ôàçó ñóùåñòâåííî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè äàí-
íîé ñõåìû ïðèìåíèì ìåòîä ðàñ÷åòà àìïëèòóäû èç ðàáîòû [18].

Ïóñòü äàíî íà÷àëüíîå áàçèñíîå ñîñòîÿíèå: |a〉, è ìû ðàññìàòðèâàåì êàêîå-ëèáî
êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå äëÿ äàííîé ñõåìû |b〉; âû÷èñëÿåì àìïëèòóäó ïåðåõîäà |a〉 → |b〉.
Åå ìîäóëü áóäåò ðàâåí âñåãäà 1/

√
L, è íàì íàäî òîëüêî ïîñ÷èòàòü åå ôàçó. Ââåäåì

óïðîùàþùåå îáîçíà÷åíèå a′j = al−1−j, j = 0, 1, . . . , l − 1. Â õîäå ïðèìåíåíèÿ íàøåé
ñõåìû çíà÷åíèÿ êóáèòîâ ñ íîìåðàìè j è k ≤ j ïðîõîäÿò ÷åðåç ñõåìó ñëåâà íàïðàâî
(ñì. ðèñóíîê 48).

Ìû âûäåëèì 4 òèïà âçàèìîäåéñòâèé: a′j ñ ñàìèì ñîáîé è a′k ñ ñàìèì ñîáîé â ãåéòå
Àäàìàðà, a′j ñ a

′
k (j > k), a′j ñ bk äëÿ j > k, è bj ñ bk (j > k). Âðåìÿ ýòèõ âçàèìîäåéñòâèé

áóäåò òàêèì: íóëü, k, j − k è l − 1 − j ñîîòâåòñòâåííî. Ñóììèðóÿ âêëàäû îò ýòèõ
âçàèìîäåéñòâèé â ôàçó, ìû ïîëó÷èì ðåçóëüòàò â âèäå

π
∑

l>j>k≥0

a′jakk

2j−k(j − k)
+π

∑
l>j>k≥0

a′jbk(j − k)

2j−k(j − k)
+π

∑
l>j≥0

a′jbj+π
∑

l>j>k≥0

bjbk(l − j − 1)

2j−k(j − k)
. (82)
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Îáîçíà÷èì ïåðâîå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìûå ÷åðåç A è B ñîîòâåòñòâåííî. Èõ âêëàä
ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèþ äèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ ãàìèëüòîíèàíà íà |a〉 è |b〉. Ìû âðå-
ìåííî îñòàâèì ýòè âêëàäû. Çàéìåìñÿ âòîðûì è òðåòüèì ñëàãàåìûìè. Ïîñëå çàìåíû
j íà l − 1− j èõ ñóììà ïðèìåò âèä

π
∑

l−1>k+j≥0

ajbk2j+k

2l−1 + π
∑

l−1≥j≥0

al−1−jbk = 2π
∑

l>k+j≥0

ajbk2j+k

2l
= 2πS + 2π

∑
l>k,j≥0

ajbk2j+k

2l
=

2πS + 2π ab
2l

(83)
äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî S. Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå íå ìåíÿåò ôàçû è ìû ïîëó÷èëè
æåëàåìîå ïðåäñòàâëåíèå îáðàòíîãî Ôóðüå îïåðàòîðà ñ òî÷íîñòüþ äî âêëàäîâ A è B.

Êîððåêöèÿ ôàçîâûõ ñäâèãîâ

×òîáû ó÷åñòü âêëàä äèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ A è B â ôàçó ìû ïðèìåíèì îäèí ïðèåì.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëàãàåìîå A. Îíî ñîñòîèò èç ÷ëåíîâ âèäà Aj,k = cj,ka

′
ja
′
k, ãäå cj,k

çàâèñèò òîëüêî îò j è k, íî íå îò a. Ìû íàçîâåì j-é è k-é êóáèòû âûäåëåííûìè.

Áóäåì ïðèìåÿòü îäíîêóáèòíûé îïåðàòîð NOT ïîñëåäîâàòåëüíî êî âñåì íå âûäå-
ëåííûì êóáèòàì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäàâèòü âçàèìîäåéñòâèå ñ íèìè è îñòàâèòü ëèøü
âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó âûäåëåííûìè êóáèòàìè. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïàðó íå âûäå-
ëåííûõ êóáèòîâ ñ íîìåðàìè p, q, q > p. Èõ íåïðåðûâíîå âçàèìîäåéñòâèå â òå÷åíèå
âðåìåíè ∆t äàñò ñëàãàåìîå dp,q∆t a

′
pa
′
q â ôàçå, ãäå âåùåñòâåííîå ÷èñëî dp,q çàâèñèò

òîëüêî îò òîãî, êàê áûñòðî ïàäàåò èíòåíñèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ðàññòîÿíèåì, íî
íå îò a′p, a

′
q. Íàïðèìåð, äëÿ ïîòåíöèàëà Þêàâû ìû èìååì dp,q = e−|q−p|/|q−p|. Òåïåðü

èíâåðòèðóåì îäèí èç ýòèõ êóáèòîâ, áåçðàçëè÷íî êàêîé, ïóñòü ýòî áóäåò q-é, ñ ïîìî-
ùüþ ãåéòà NOT . Åãî ñîñòîÿíèå ñòàíåò ðàâíûì 1− a′q. Òåïåðü âòîðîé èíòåðâàë ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè ∆t íåïðåðûâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äàñò ñëàãàåìîå dp,q∆t a

′
p(1− a′q) ê

ôàçå. Íàêîíåö, ìû âîññòàíîâèì çíà÷åíèå q-ãî êóáèòà ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ïðèìåíåíèÿ
NOT . Ðåçóëüòèðóþùèé ôàçîâû ñäâèã â ýòèõ ÷åòûðåõ äåéñòâèÿõ ñîñòàâèò dp,q∆t a

′
p è

îí çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèÿ p-th êóáèòà.

Òåïåðü ìû ìîæåì êîìïåíñèðîâàòü ýòîò ôàçîâûé ñäâèã îäíîêóáèòíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì. Åñëè ðàññìîòðåòü ïàðó êóáèòîâ ñ íîìåðàìè p, q, ãäå îäèí, ñêàæåì, p-é âûäå-
ëåí, à äðóãîé - íå âûäåëåí, ìû ìîæåì êîìïåíñèðîâàòü èõ âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîìîùüþ
îäíîêóáèòíûõ îïåðàòîðîâ: äâóõ NOT äëÿ q-ãî è íåêîòîðîãî ôîçîâîãî ñäâèãà äëÿ p-
ãî. Òåïåðü ìû ìîæåì ìîäèôèöèðîâàòü ýòîò ïðèåì, ÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü âëèÿíèå
âñåõ íå âûäåëåííûõ êóáèòîâ îäíîâðåìåííî. Äëÿ ýòîãî áóäåì ïðèìåíÿòü îïåðàòîðû
NOT äëÿ êàæäîãî íå âûäåëåííîãî êóáèòà äîñòàòî÷íî ÷àñòî, òàê ÷òî âêëàäû â ôàçó
íå âûäåëåííûõ êóáèòîâ ñîêðàòÿò äðóã äðóãà. Äëÿ ýòîãî åñòü äâà ïóòè: èñïîëüçîâàòü
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ äëÿ ãåíåðàöèè ìîìåíòîâ ñîâåðøåíèÿ îïåðàöèé NOT , èëè äåëàòü
èõ ïåðèîäè÷åñêè ñ ðàçíûìè ïåðèîäàìè äëÿ ðàçíûõ êóáèòîâ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
ïåðâûé ïîäõîä.

Ìåòîä ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

Äëÿ êàæäîãî íå âûäåëåííîãî êóáèòà ñ íîìåðîìì p ì ðàññìîòðèì Ïóàññîíîâñêèé
ïðîöåññ Ap, ãåíåðèðóþùèé ìîìåíòû âðåìåíè 0 < tp1 < tp2 < . . . < tpmp < 1 ñ íåêî-
òîðîé ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ λ � 1. Ïóñòü âñå Ap íåçàâèñèìû. Ìû âûïîëíèì
îïåðàòîðû NOT íà âñåõ íåâûäåëåííûõ êóáèòàõ ñ íîìåðàìè p â ìîìåíòû âðåìåíè
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tpm ïîñëåäîâàòåëüíî. Â ìîìåíò 1 ìû âûïîëíÿåì NOT íà p-ì êóáèòå òîãäà è òîëüêî
òîã, êîãäà mp íå÷åòíî, òàê ÷òî ïîñëå òàêîé ïðîöåäóðû êàæäûé êóáèò âîññòàíàâëè-
âàåò ñâîå ïåðâîíà÷àëüíîå çíà÷åíèå. Ïîñ÷èòàåì ôàçîâûé ñäâèã, ãåíåðèðóåìûé ýòîé
ïðîöåäóðîé. Âçèìîäåéòâèå âûäåëåííûõ êóáèòîâ îñòàåòÿ íåçàòðîíóòûì. Çôèêñèðóåì
êàêîé-òî íå âûäåëåííûé êóáèò è ïîñ÷èòàåì åãî âêëàä â ôàçó. Ýòîò âêëàä îòîèò èç
2 ñëàãàåìûõ: ïåðâûé åñòü âêëàä îò âçàèìîäåéñòâèÿ åãî ñ âûäåëåííûìè, à âòîðîé - ñ
íå âûäåëåííûìè êóáèòàìè. Íàéäåì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî.

Ââèäó âûñîêîé ïëîòíîñòè λ Ïóàññîíîâêîãî ïðîöåññà Ap îêîëî ïîëîâèíû âñåãî
âðåìåíè êóáèò p áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè a′p, à âòîðóþ ïîëîâèíó - â ñîñòîÿíèè 1−
a′p. Åãî âçàèìîäåéñòâèå ñ âûäåëåííûì êóáèòîì, ñêàæåì, ñ j-ì, äàñò âêëàä 1

2
dp,ja

′
pa
′
j +

1
2
dp,j(1 − a′p)a′j òî åñòü, 1

2
dp,ja

′
j. 2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàçíûå íå âûäåëåííûå êóáèòû

ñ íîìåðàìè q 6= p. Ââèäó íåçàâèñèìîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè ñîâåðøåíèÿ îïåðàòîðîâ
NOT íà p-ì è q-ì êóáèòàõ è âûñîêîé ïëîòíîñòè λ, ýòè êóáèòû áóäóò â êàæäîì
ñîñòîÿíèè (a′p, a

′
q), (a

′
p, 1−a′q), (1−a′p, a′q), (1−a′p, 1−a′q) ïðèìåðíî åòâåðòü âðåìåíè.

Ðåçóëüòèðóþùèé âêëä îòâèò 1
4
dp,q[a

′
pa
′
q + a′p(1 − a′q) + (1 − a′p)a

′
q + (1 − a′p)(1 − a′q)]

= 1
4
dp,q. Îáùèé ôàçîâûé ñäâèã, ïðîèñõîäÿùèé èç çà ïðèñóòñòâèÿ íå âûäåëåííûõ

êóáèòîâ, íàõîäèòñÿ ñóììèðîâàíèåì çíà÷åíèé ïóíêòîâ 1 è 2 äëÿ âñåõ p /∈ {j, k}. Îí
ñîñòàâèò

1

2
[
∑

p/∈{j,k}

dp,ja
′
j +

∑
p/∈{j,k}

dp,ka
′
k] +

1

4

∑
p,q /∈{j,k}

dp,q.

Ýòîò ñäâèã ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü îäíîêóáèòîâûì ãåéòîì, òàê êàê ïåðâûå äâà ñëà-
ãàåìûõ çàâèñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèé êóáèòîâ, à îñòàëüíûå ïîñòîÿííû. Ìû ïîëó÷àåì
ñõåìó ñ íåïðåðûâíûì âçàèìîäåéñòâèåì, äâóõ êóáèòîâ è îäíîêóáèòîâûìè îïåðàöèÿ-
ìè, ðåàëèçóþùóþ òðåáóåìûé ôàçîâûé ñäâèã dj,ka

′
ja
′
k.

Åñëè âçÿòü âðåìåííîé èíòåðâàë ∆t âìåñòî åäèíè÷íîãî â ýòîé ïðîöåäóðå, ìû ïî-
ëó÷èì ôàçîâûé ñäâèã íà ∆t dj,ka

′
ja
′
k. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñäâèãà íà −∆t dj,ka

′
ja
′
k, íàäî

ñíà÷àëà ïðèìåíèòü NOT ê j-ìó êóáèòó, çàòåì ïðåäûäóùóþ ïðîöåäóðó, ïîòîì îïÿòü
NOT ê j-ìó êóáèòó, è äîáàâèòü −∆t dj,ka

′
k ÷åðåç îäíîêóáèòîâóþ îïåðàöèþ. Òàê ìû

ñäåëàåì äîáàâêó ê ôàçå c · a′ja′k äëÿ âåùåñòâåííîãî c íåçàâèñèìî îò çíàêà. Äîëæíàÿ
êîìáèíàöèÿ ýòèõ ñõåì äàñò äâèã ∑

j,k

cj,ka
′
ja
′
k (84)

äëÿ ëþáûõ cj,k. Ðàñïîëàãàÿ ýòè îïåðàòîðû ïåðåä è ïîñëå QFT−1 â ïðîöåäóðå èç
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ìû êîìïåíñèðóåì ñëàãàåìûå A è B â ôàçå è ïîëó÷èì ñõåìó,
ðåàëèçóþùóþ QFT−1. Îøèáêà, ïîÿâëÿþùàÿñÿ â ýòîé ñõåìå, èñõîäèò îò íåòî÷íî-
ñòè ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ îïåðàòîðîâ NOT
è ïîñòîðîííåãî âçàèìîäåéñòâèÿ â õîäå ýòèõ îïåðàöèé. Åå ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü,
ïîâûøàÿ èíòåíñèâíîñòü ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà è óìåíüøåíèÿ âðåìåíè NOT îïå-
ðàöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ òèïè÷íûì âðåìåíåì äâóõêóáèòíûõ îïåðàöèé, îïðåäåëåííûõ
dj,k.

Îöåíèì çàìåäëåíèå, ïðîèñõîäÿùåå èç-çà âñòàâîê NOT ïî ñðàâíåíèþ ñ àáñòðàêò-
íîé ðåàëèçàöèåé êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé íà ñõåìå èç êâàíòîâûõ ãåéòîâ. Çàôèêñèðóåì
åäèíèöó âðåìåíè òàê, ÷òî îäèí ãåéò â ñõåìå òðåáóåò ýòîé åäèíèöû âðåìåíè.

Èòàê, ïóñòü îñü âðåìåíè ðàçáèòà íà ðàâíûå èíòåðâàëû äëèíû δt åäèíèö, îïåðà-
öèè NOT ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â ìîìåíòû âèä kδt äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ k ñ
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âåðîÿòíîñòüþ p = 1/λ, ãäå λ - èíòåíñèâíîñòü ïðîöåññà. Ïóñòü ïîëíîå âðåìÿ âû÷èñëå-
íèÿ ñîñòàâëÿåò T , èM = T/δt - ÷èñëî NOT îïåðàöèé. Îøèáêà â ôàçå, ïðîèñõîäÿùàÿ
èç íèçêîé èíòåíñèâíîñòè ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà áóäåò ðàâíà ñðåäíåìó êâàäðàòè÷-
íîìó îòêëîíåíèþ ñóììû íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ ±1, òî åñòü√
Mδt2 =

√
Tδt. Îíà ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïðè δt → 0, îäíàêî

ïðè δt = const îøèáêà áóäåò íàðàñòàòü, òàê ÷òî ìàñøòàáèðóåìîãî âû÷èñëåíèÿ ìû íå
ïîëó÷èì.

Òåïåðü äîêàæåì óíèâåðñàëüíîñòü ïðåäëîæåííîé ìîäåëè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êóáèòàìè çàâèñèò îò èõ ïðîcòðàí-
ñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ, êîòîðîå ìû çàôèêñèðóåì. Åäèíñòâåííîå óñëîâèå, êîòîðîå
ìû íàëàãàåì íà âçàèìîäåéñòâèå - ýòî ÷òîáû îíî áûëî äèàãîíàëüíûì. Òàê ÷òî åñëè j
è k îáîçíà÷àþò íîìåðà äâóõ êóáèòîâ, ãàìèëüòîíèàí èõ âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåò èìåòü
îäèí èç âèäîâ

A)Hj,k =


Ej,k

1 0 0 0

0 Ej,k
2 0 0

0 0 Ej,k
3 0

0 0 0 Ej,k
4

 , B)Hj,k =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 Ej,k

 , Ej,k > 0.

(85)
Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå îáùåãî âèäà (80, A) ìîæíî ñâåñòè ê âèäó (80,
B) äîáàâêîé îäíîêóáèòíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ H ′j,k, ìàòðèöû êîòîðûõ èìåþò âèä

a 0 0 0
0 a 0 0
0 0 b 0
0 0 0 b

 ,


α 0 0 0
0 β 0 0
0 0 α 0
0 0 0 β

 .

Ýòà äîáàâêà ðåäóöèðóåò ãàìèëüòîíèàí âèäà (85, A) äî ôîðìû (85, B) è ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíà îäíîêóáèòíûìè ãåéòàìè, òàê êàê äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû êîììóòèðó-
þò. Çàìåòèì, ÷òî ðàçíûå ïàðû êóáèòîâ ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü ïî ðàçíîìó, íàõî-
äèòüñÿ íà ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ, è ò.ï. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óíèâåðñàëüíîñòè âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìîäåëè ñ íåïðåðûâíûì âçàèìîäåéñòâèåì, íóæíî ïîêàçàòü, êàê ñîâåðøàòü
ïðîèçâîëüíóþ äâóõêóáèòíóþ îïåðàöèþ. Ïóñòü äàí óíèòàðíûé îïåðàòîð, èíäóöèðó-
åìûé ãàìèëüòîíèàíîì (85, B) â åäèíèöó âðåìåíè: Uj,k = exp(−iHj,k) (Ïîñòîÿííàÿ
Ïëàíêà åäèíè÷íà, êàê îáû÷íî). Ìû ïîêàæåì, êàê ñîâåðøèòü åå íà äâóõ êóáèòàõ: j-ì
è k-ì, ñîõðàíÿÿ íåòðîíóòûìè âñå îñòàëüíûå. Åñëè ñäåëàåì ýòî, áóäåò âîçìîæíûì
ðåàëèçîâàòü äâóõêóáèòíóþ îïåðàöèþ íà ëþáîé ïàðå êóáèòîâ. Òîãäà äëÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè ìû ïîëó÷èì ïî÷òè ëèíåéíîå çàìåäëåíèå ïî âðåìåíè
ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íîé ìîäåëüþ, à äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íà êîðîòêîé äèñòàíöèè íà-
äî ñîâåðøèòü îïåðàöèè SWAP, ÷òîáû ñáëèçèòü ïàðó íóæíûõ êóáèòîâ. Ìû, òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷èì ìíîæèòåëü ê âðåìåíè, ïðîïîðöèîíàëüíûé ðàçìåðó ïàìÿòè.

×òîáû ñîâåðøèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Uj,k íàäî ïðèìåíÿòü ìåòîä NOTîâ íà íåâû-
äåëåííûõ êóáèòàõ, êàê áûëî îïðåäåëåíî âûøå, â ìîìåíòû, îïðåäåëÿåìûå íåçàâèñè-
ìûìè ïóàññîíîâñêèìè ïðîöåññîìè. Îäíàêî òåïåðü ïðåèìóùåñòâî íàøåãî ìåòîäà íå
ñòîëü î÷åâèäíî, êàê â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, òàê êàê, íàïðèìåð, àëãîðèòì
Ãðîâåðà òðåáóåò áîëåå ÷åì ëîãèàðèôìè÷åñêîãî âðåìåíè: îíî ðàñòåò êàê êâàäðàòíûé
êîðåíü èç êëàññè÷åñêîãî. Äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîä, îïèñàííûé
íèæå.
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Ìåòîä ïåðèîäè÷åñêèõ NOTîâ

Áóäåì ñîâåðøàòü îïåðàöèè NOT íà ëþáîì èç j êóáèòàõ â ìîìåíòû âðåìåíè jkδt
äëÿ öåëûõ k, ãäå δt ñíîâà åñòü ìàëûé ïåðèîä. Ìû ìîæåì ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ,
ïðèâåäåííûå âûøå, èçáàâëÿÿñü îò íåæåëàòåëüíîãî ñäâèãà ïî ôàçå ñ ïîìîùüþ âûáîðà
î÷åíü ìàëîãî δt.

Ýòîò ìåòîä äàñò ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíîé ãåéòîâî ìîäåëüþ çàìåäëåíèå ïî-
ðÿäêà n2. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, êàê ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé Uj,k ìû ìîæåì ñäåëàòü
ëþáîé äâóõêóáèòíûé ãåéò. Íàïðèìåð, ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ðåàëèçîâàòü CNOT íà
äàííîé ïàðå êóáèòîâ.

Ïóñòü j, k ôèêñèðîâàíî è ìû îïóñêàåì èíäåêñû. Ìû îáîçíà÷èì ∆E = E1 − E2 −
E3+E4. Åñëè

∆E
π

/∈ Q (∆E
π
íå ðàöèîíàëüíî, òî (òàê êàê ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû, íàïðè-

ìåð, ïåðèîäû öèêëîâ, ìîãóò áûòü ñëåãêà èçìåíåíû è ñäåëàíû èððàöèîíàëüíûìè, òî
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü èõ èððàöèîíàëüíûìè) ìû ìîæåì îñóùåñòâèòü CNOT îïåðàöèþ
â âèäå CNOT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




íà âûäåëåííîé ïàðå êóáèòîâ, èñïîüçóÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ëèøü îäèí êóáèò è îñòàâëÿÿ

ôèêñèðîâàííûì äèàãîíàëüíûé îïåðàòîðE

E =


exp (iE1) 0 0 0

0 exp (iE2) 0 0
0 0 exp (iE3) 0
0 0 0 exp (iE4)




ñëåäóþùèì îáðàçîì.

I. Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðàùåíèÿ ôàçû ïåðâîãî êóáèòà ÷åðåç

A =

[(
1 0
0 exp (i (E1 − E3))

)]
, of the second qubit byB =

[(
exp (−iE1) 0

0 exp (−iE2) ,

)]

è îïåðàöèþ E êàê U U = E (A
⊗

B) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 exp (i∆E) .




II. Èñïîëüçóÿ èððàöèîíàëüíîñòü ∆E
π

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ∀ε > 0∃m ∈ N∃n ∈ N :
|∆En− π(2m+ 1)| < ε, òî åñòü äëÿ ëþáîé âûáðàííîé îøèáêè ε ñóùåñòâóåò n = n(ε)

such that Un ïðèáëèæàþùèé îïåðàòîð Π Π =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


 ñíå áîëåå ÷åì ñ ýòîé

îøèáêîé.

III. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (I
⊗

H)Π(I
⊗

H) = CNOT, where I is the identity matrix

and H - is Hadamard operation H = 1√
2

[(
1 1
1 −1

)]
ìû âèäèì, ÷òî CNOT íàõîäèòñÿ

êàê (I
⊗

H) (E (A
⊗

B))n (I
⊗

H) - îäíîêóáèòíîå ïðåîáðàçîâàíèå è îïåðàòîð E.
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7.2 Ôîðìàëèçì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç n èäåíòè÷íûõ ÷àñòèö. Âî-ïåðâûõ, ìû ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî èõ ìîæíî äîñòîâåðíî ðàçëè÷èòü. Òîãäà ñîñòîÿíèå ýòîé ñèñòåìû áó-
äåò âåêòîðîì ïðîñòðàíñòâà ñ áàçèñîì ψ(r1, r2, . . . , rn) = ψj1(r1)ψj2(r2) . . . ψjn(rn) ãäå
{ψj}íåêîòîðûé áàçèñ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé, js ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ôèêñè-
ðîâàííîìó ñåìåéñòâó èíäåêñîâ 1, 2, . . . , J , òàê ÷òî rj ñîäåðæèò êàê ïðîñòðàíñòâåííûå,
òàê è ñïèíîâûå êîîðäèíàòû ÷àñòèöû j. Âûáîð áàçèñà îçíà÷àåò ïðîñòî, ÷òî ìû ìîæåì
íàéòè ñèñòåìó òîëüêî â îäíîì èç áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé ïîñëå èçìåðåíèÿ.

Îäíàêî â ðåàëüíîé ñèñòåìå èäåíòè÷íûõ ÷àñòèö îíè íå ìîãóò áûòü ðàçëè÷åíû íà-
äåæíî. Òàê ÷òî êàæäîå áàçèñíîå ñîñòîÿíèå äîëæíî ñîäåðæàòü âñå ñëàãàåìûå âèäà
ψj1(r1)ψj2(r2)) . . . ψjn(rn) ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òåïåðü íàì íóæíî íå÷òî
çíàòü î ïðèðîäå ðàññìàòðèâàåìûõ ÷àñòèö. Îíè ìîãóò áûòü ëèáî ôåðìèîíàìè, êàê
ýëåêòðîíû, ëèáî áîçîíàìè, êàê ôîòîíû. Ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè êëàññàìè ÷àñòèö â
òîì, ÷òî ñïèíû ôåðìèîíîâ ïîëó÷åëûå (1/2, 3/2, ...) òîãäà êàê ó áîçîíîâ îíè öåëûå
(0,1,2,...). Äëÿ íàñ æå ñóùåñòâåííî, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû ôåðìèîíîâ ìå-
íÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ èç íèõ, à âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ áîçîíîâ ïðè òàêîé
îïåðàöèè íå ìåíÿåòñÿ. Ìû óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèîíàëüíûìè îáîçíà÷åíè-
ÿìè è êóáèòîâîé çàïèñüþ, òàê ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû n ôåðìèîíîâ áóäåò
èìåòü âèä äåòåðìèíàíòà:

Ψ =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣
ψj1(r1) ψj1(r2) . . . ψj1(rn)

...
...

...
...

ψjn(r1) ψjn(r2) . . . ψjn(rn)

∣∣∣∣∣∣∣ , (86)

à äëÿ ñèñòåìû èäåíòè÷íûõ áîçîíîâ îíà èìååò ôèä ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðìàíåíòà
(ïåðìàíåíò îòëè÷àåòñÿ îò äåòåðìèíàíòà òåì, ÷òî â åãî ðàçëîæåíèè âåçäå ñòîÿò ïëþñû
à íå ìèíóñû, êàê ó äåòåðìèíàíòà, òàê ÷òî ïåðìàíåíò íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå
åãî ñòðîê èëè ñòîëáöîâ).

Ñîñòîÿíèå (86) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñèòóàöèþ, êîãäà òîëüêî ñîñòîÿíèÿ ψjs äëÿ
s = 1, 2, . . . , n çàíÿòû ÷àñòèöàìè, òîãäà êàê âñå îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ψk for k ∈
{1, 2, . . . , J}, íå èìåþùèå âèäà js ñâîáîäíû. Åñëè ψ ñ èíäåêñàìè îáîçíà÷àåò ñîáñòâåí-
íîå ñîñòîÿíèå îäíî÷àñòè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà, ìû ãîâîðèì î çàíÿòûõ èëè ñâîáîäíûõ
ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíÿõ, òàê áóäåò äàëüøå ïî óìîë÷àíèþ. Íî â îáùåì, ψk ìîãóò îáðà-
çîâûâàòü ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îäíîé
÷àñòèöû.

Ñîñòîÿíèå âèäà (86) ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñèìâîëîì |n̄Ψ〉 = |n1, n2, . . . , nJ〉 ãäå
nk ðàâíî åäèíèöå, åñëè k-é ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü çàíÿò, è íóëþ, åñëè îí ñâîáîäåí.
Ýòî íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ñîñòîÿíèé ôåðìèîííîãî àíñàìáëÿ â òåðìèíàõ ÷èñåë
çàïîëíåíèÿ. Ýòè âåêòîðû n̄ îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà ÷èñåë çàïîëíåíèÿ,
è îáùèé âèä ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â ýòîì áàçèñå áóäåò òàêîé:

∑̄
n

λn̄|n̄〉

ñ àìïëèòóäàìè λ.

Îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ aj ôåðìèîíà â ñîñòîÿíèè j è ñîïðÿæåííûé åìó îïåðà-
òîð ðîæäåíèÿ ôåðìèîíà íà äàííîì óðîâíå a+

j îïðåäåëÿåòñÿ êàê aj|n1, . . . , nJ〉 =
δ1,nj(−1)σj |n1, . . . , nj−1, nj−1, nj+1, . . . , nJ〉 ãäå σj = n1+. . .+nj. Ýòè îïåðàòîðû ïîä÷è-
íÿþòñÿ èçâåñòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì: a+

j ak + aka
+
j = δj,k, ajak + akaj =

93



a+
j a

+
k + a+

k a
+
j = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñÿêîå âçàèìîäåéñòâèå â Ïðèðîäå çàòðàãèâàåò íå áîëåå äâóõ
÷àñòèö. Òîãäà âñÿêîå âçàèìîäåéññòâèå â àíñàìáëå ìíîãèõ òåë ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû îäíî- èëè äâóõ- ÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé âèäà H = Hone + Htwo ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîòåíöèàëàìè V1(r) è V2(r, r′). Êàæäîå èç òàêèõ âçàèìîäåéñòâèé,
â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ êàê
Hone =

∑
k,l

Hk,la
+
k al, Htwo =

∑
k,l,m,n

Hk,l,m,na
+
l a

+
k aman ãäå

Hk,l = 〈ψk| Hone |ψl〉 =
∫
ψ∗k(r)V1(r)ψl(r)dr,

Hk,l,m,n = 〈ψl, ψk |Htwo | ψmψn〉 =
∫
ψ∗k(r)ψ

∗
l (r
′)V2(r, r′)ψm(r)ψn(r′)drdr′.

Èòàê, åñëè çàäàíû ïîòåíöèàëû âñåõ âçàèìîäåéñòâèé, è âñå áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ ψi,
ìû ìîæåì, â ïðèíöèïå, íàéòè èõ ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè-
÷òîæåíèÿ, òî åñòü íà ÿçûêå ÷èñëå çàïîëíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì àíñàìáëü ñ ãàìèëüòîíèàíîì âèä H =
∑

iH
i
ext.f. +

∑
i,j(H

i,j
diag. +H i,j

tun.),
ãäå ãàìèëüòîíèàíû âíåøíåãî ïîëÿ, äèàãîíàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è òóííåëèðîâàíèÿ
ïðåäñòàâëåíû â âèäå

H i
ext.f. = αia

+
i ai, αi ∈ R,

H i,j
diag. = βi,ja

+
i aia

+
j aj, βi,j ∈ R,

H i,j
tun. = γi,ja

+
i aj + γ∗i,ja

+
j ai.

(87)

çàòðàãèâàåò òîëüêî 2 ïðîèçâîëüíûå ÷àñòèöû â äàííîì àíñàìáëå, êîòîðûå íåðàç-
ëè÷èìû ïî ïðèíöèïó èäåíòè÷íîñòè. Ïîýîìó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ýòî âçàèìîäåéñòâèå
ïîñòîÿííûì è íå çàâèñèìûì îò íàøåãî êîíòðîëÿ, òîãäà êàê ìû ìîæåì ýôôåêòèâ-
íî óïðàâëÿòü âû÷èñëåíèåì ñ ïîìîùüþ òóííåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Òàêàÿ ôîðìà
óïðàâëåíèÿ ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ëþáîå êâàíòîâîå âû÷èñëåíèå. Îíà âûãëÿäèò áî-
ëåå ðåàëèñòè÷íîé, ÷åì óïðàâëåíèå âñåìè òèïàìè âçàèìîäåéñòâèé; èíòåíñèâíîñòü òóí-
íåëèðîâàíèÿ ìîæíî ìåíÿòü ñ ïîìîùüþ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ.

7.3 Âû÷èñëåíèÿ, óïðàâëÿåìûå òóííåëèðîâàíèåì

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óíèâåðñàëüíîñòè ïðåäëàãàåìîé ñõåìû óïðàâëåíèÿ âû÷èñëå-
íèåì ÷åðåç òóííåëèðîâàíèå ìû äîëæíû ñäåëàòü îäíî ïîñòðîåíèå: óñòàíîâèòü íåñòàí-
äàðòíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé è
ôîêîâñêèì ïðîñòðàíñòâîì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâèå íå áóäåò î÷åâèäíûì.

Ðàçîáúåì âñå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè íà äâå ðàâíûå ìíîæåñòâà è óñòàíîâèì âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè, êîòîðîå áóäåì ñ÷èòàòü îòíûíå
ôèêñèðîâàííûì. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû ìîæåì âçÿòü âñÿêèé k-é óðîâåíü íèæå
óðîâíÿ Ôåðìè εF óñëîâèòüñÿ, ÷òî îí ñîîòâåòñòâóåò k-ìó óðîâíþ âûøå óðîâí Ôåð-
ìè εF . Îáîçíà÷èì j-é óðîâåíü íèæå Ôåðìè îáû÷íîé áóêâîé, à j-é óðîâåíü âûøå
Ôåðìè òàêîé æå áóêâîé, íî ñî øòðèõîì: j′. Íàçîâåì ïåðâûé èç íèõ j-ì íèæíèì
óðîâíåì, à âòîðîé j-ì âåðõíèì óðîâíåì. Ïðîñòðàíñòâî Ôîêà F ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê F = F1

⊗
F2

⊗
. . .
⊗
Fk ãäå êàæäûé Fj ñîîòâåòñòâóåò j-é ïàðå ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé.
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Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Fj â Fj, ïîðîæäåííîå äâóìÿ ñëåäóþùèìè âåêòîðà-
ìè. Ïåðâûé èìååò âèä: "j′-é óðîâåíü çàíÿò, j-é ñâîáîäåí âòîðîé áóäåò: "j-é óðîâåíü
çàíÿò, j′-é ñâîáîäåí". Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç |1〉j è |0〉j ñîîòâåòñòâåííî. Ìû áóäåì ðàáî-
òàòü ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì F = F1

⊗
F2

⊗
. . .
⊗

Fk â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà F .

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ θ, îòîáðàæàþùóþ íàøå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H â F ,
êîòîðîå çàäàäèì åãî äåéñòâèåì íà áèçèñíûõ âåêòîðàõ:

θ(|ξ1, ξ2 . . . ξn〉) = |ξ1〉1
⊗
|ξ2〉2

⊗
. . .
⊗
|ξn〉n,

ãäå âñå ξj - íóëè èëè åäèíèöû. Ýòà ôóíêöèÿ θ óñòàíàâëèâàåò íå ñòàíäàðòíîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ãèëüáåðòîâûì è ôîêîâñêèì ïðîñòðàíñòâàìè (ñì. ðèñóíîê A2).

Îäíîêóáèòíîå ñîñòîÿíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóåò äâóõêóáèò-
íîìó ñîñòîÿíèþ â ôîêîâñêîì ïðè åñòåñòâåííîé èäåíòèôèêàöèè ñ êóáèòàìè (îäèí
óðîâåíü = îäèí êóáèò). Ìû óâèäèì, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå ëó÷øå ïîäõîäèò äëÿ íàøèõ
öåëåé, ÷åì åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãèëüáåðòîâûì è ôîêîâñêèì ïðîñòðàí-
ñòâàìè. Òåïåðü ìîæíî ïðåäñòàâèòü óíèòàðíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, ÷åðåç îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â ÷èñëàõ çàïîëíåíèÿ. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé ýðìèòîâ îïåðàòîð H â äâóìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿ-
íèé îäíîãî êóáèòà H. Îí èìååò âèä H0 +H1, ãäå

H0 =

(
d1 0
0 d2

)
, H1 =

(
0 d
d̄ 0

)
.

ξ ∈ H |0〉2 |1〉2 |010〉

e

e

e

e

e
u

u

u

u
u

θ(ξ) εF

3

2

1

0

1′

2′

3′

Ðèñóíîê A2. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Ãèëüáåðòà è Ôîêà

Íåîïðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ H̃0 = d1a
+
k ak + d2a

+
k′ak′ è H̃1 =

da+
k ak′+ d̄a

+
k′ak (âíåøíåå ïîëå è òóííåëèðîâàíèå) èìåþò ìåñòî òàêèå ðàâåíñòâà: H̃iθ =

θHi äëÿ i = 0, 1. Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü θ, ïîëó÷àåì (H̃0+H̃1)θ = θH. Òåïåðü ðàññìîò-
ðèì îäíîêóáèòíûé îïåðàòîð U â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îí èìååò âèä e−iH äëÿ
ãàìèëüòîíèàíà H ìû âûáèðàåì åäèíèöû èçìåðåíèÿ òàê, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ïîñòî-
ÿííîé Ïëàíêà è âðåìåíè). Áëàãîäàðÿ ëèíåéíîñòè θ è ðàâåíñòâó θ−1Hsθ = (θ−1Hθ)s
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äëÿ öåëûõ s ìû ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îäíîêóáèòíîãî îïåðàòîðà U ìîæíî ýôôåê-
òèâíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé ýðìèòîâ îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà, ñîäåðæàùèé
òîëüêî âíåøíåå ïîëå è òóííåëèðîâàíèå, òàê ÷òî äèàãðàììà A íà ðèñóíêå A3 áóäåò
çàìêíóòîé.

Òåïåðü çàéìåìñÿ äâóõêóáèòíûìè îïåðàòîðàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê
êàê âñå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû êîììóòèðóþò, äëÿ âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàí-
ñòâàõ Fk

⊗
Fj ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãîíàëüíûé îïåðà-

òîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûé äåëàåò çàìêíóòîé äèàãðàììó B èç ðèñóí-
êà A3.

Òåïåðü âñå ãîòîâî ê àäàïòàöèè ïðèåìà èç ðàáîòû [25] ñ îäíîêóáèòíûì óïðàâ-
ëåíèåì äëÿ ôîêîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Êîìáèíàöèÿ äèàãðàìì èç ðèñóíêà A3 äàåò
äèàãðàììó èç ðèñóíêà A4.

- -

- -

6 6 6 6

θ θ θ θ

H H H H

F̃ F̃ F̃ F̃
ext. �eld + tunneling F̃ diagonal

one-qubit on H H diagonal

A B

Ðèñóíîê A3. Ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîðîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ
Ôîêà è Ãîëüáåðòà. F̃ = Fj

⊗
Fk.
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F diag f+t F diag

diag one qubit diag

- - -

- - -

6 6 6

. . .

. . .

F F F

H H H

Ðèñóíîê A4. Ñîîòâåòñòâèå âû÷èñëåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ
Ôîêà è Ãîëüáåðòà

Ïóñòü äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ â ôîêîâñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå ôèêñèðîâàíà è äåéñòâóåò íåïðåðûâíî â íåêîíòðîëèðóåìîì ðåæèìå. Ìû ìîæåì
íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå äèàãîíàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå,
çàìûêàÿ �äèàãîíàëüíûå� ÷àñòè äèàãðàìì èç ðèñóíêà A4. Â ñèëó ðåçóëüòàòà ðàáîòû
[25] ìîæíî íàéòè îäíîêóáèòíûå îïåðàòîðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû ñìîæåì óïðàâ-
ëÿòü ëþáûì êâàíòîâûì àëãîðèòìîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå â âèäå íèæíåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé â ýòîé äèàãðàììå. Ôîêà, êîòîðîå çàìûêàåò âñþ
äàííóþ äèàãðàììó. Çàìåòèì, ÷òî âñå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ðàññìàò-
ðèâàåìûå â ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿþòñÿ íåëîêàëüíûìè ââèäó íàëè÷èÿ ìíî-
æèòåëÿ (−1)σj , çàâèñÿùåãî îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ.

Äëÿ äèàãîíàëüíîãî îïåðàòîðà a+
j aja

+
k ak è âíåøíåãî ïîëÿ ýòè ñîìíîæèòåëè êîì-

ïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Îïåðàòîð òóííåëèðîâàíèÿ a+
j aj′ â ïðîñòðàíñòâå F äàåò ìíî-

æèòåëü (−1)σ
′
ãäå σ′ =

j′−1∑
s+j

ns = j′ − j, ÷òî íå çàâèñèò îò äàííîãî ñîñòîÿíèÿ |n̄〉 ∈ F ,

òàê êàê äëÿ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ðîâíî ïîëîâèíà óðîâíåé ìåæäó j è j′ çàíÿòî ôåðìèî-
íàìè. Îáùèé ìíîæèòåëü ìû ìîæåì âûíåñòè çà ñêîáêè èç âñåõ ñîñòîÿíèé, è ïðîèãíî-
ðèðîâàòü .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè óíèâåðñàëüíûé êâàíòâîûé êîìïüþòåð â ïðîñòðàí-
ñòâå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ, óïðàâëÿåìûé òîëüêî âíåøíèì ïîëåì è òóííåëèðîâàíèåì.
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8 Ëåêöèÿ 8. Ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé íà

îïòè÷åñêèõ ïîëîñòÿõ

Ôèçè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé - îòäåëüíàÿ áîëüøàÿ òåìà, òðåáó-
þùàÿ ôèçè÷åñêîãî ôóíäàìåíòà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåéòîâ. Çäåñü ìû ïðèâåäåì ïðèìåð
òàêîé ðåàëèçàöèè íà àòîìíûõ âîçáóäåíèÿõ â îïòè÷åñêèõ ïîëîñòÿõ. Ôèçè÷åñêàÿ ÷àñòü
îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ êîíå÷íîìåðíûõ ìîäåëÿõ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàèìèê â îïòè-
÷åñêèõ ïîëîñòÿõ - ìîäåëü Äæåéíñà-Êàììèíãñà-Õàááàðäà.

8.1 Ìîäåëü Äæåéíñà-Êàììèíãñà

Òðóäíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ó÷åòà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
åãî êâàíòû âîçáóæäåíèÿ ïóòåøåñòâóþò ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, òàê ÷òî åäâà ïîÿâèâøèñü,
ôîòîí ÷åðåç ñåêóíäó óæå ïðåîäîëååò áîëüøóþ ÷àñòü ðàññòîÿíèÿ îò Çåìëè äî Ëóíû.
Ìåòîä óäåðæàíèÿ ôîòîíîâ èäåéíî ïðîñò: íàäî ðàñïîëîæèòü äðóã íàïðîòèâ äðóãà
çåðêàëà, îòðàæàþùèå ôîòîí, òàê, ÷òîáû îí áåãàë ìåæäó íèìè è íå óëåòàë äàëåêî â
òå÷åíèå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âðåìåíè.

Ðèñ. 49: Îïòè÷åñêàÿ ïîëîñòü ñ àòîìàìè

Ýòî óñòðîéñòâî íàçûâàåòñÿ èíòåðôåðîìåòðîì Ôàáðè-Ïåðî (ñì. ðèñóíîê 49). Äâà
çåðêàëà îáðàçóþò ñâîåîáðàçíóþ ïîëîñòü, èëè ðåçîíàòîð, â êîòîðûé ôîòîí ìîæíî çà-
ïóñòèòü ñ ïîìîùüþ ëàçåðà, è èçâëå÷ü ñ ïîìîùüþ çåðêàëà ñ ïåðåìåííîé îòðàæàòåëü-
íîé ñïîñîáíîñòüþ; òàêîå çåðêàëî íàçûâàåòñÿ ÿ÷åéêîé Ïîêêåëüñà. Íà ÿ÷åéêó ìîæíî
ïîäàòü íàïðÿæåíèå, òîãäà îíà íà÷íåò îòðàæàòü óïàâøèé íà íåå ôîòîí; ïðè âûêëþ-
÷åííîì æå íàïðÿæåíèè îíà ñòàíîâèòñÿ ïðîçðà÷íîé è ôîòîí ïðîõîäèò ÷åðåç íåå ñâî-
áîäíî. Áîêîâûå ñòåíêè ïîëîñòè òàêæå äåëàþò èç îòðàæàþùåãî ñâåò ìàòåðèàëà.

Âîçìîæíûå ìàíèïóëÿöèè ñ àòîìàìè â ïîëîñòè ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 50.

Åñëè â òàêóþ îïòè÷åñêóþ ïîëîñòü ïîìåñòèòü àòîì, îí ñìîæåò âçàèìîäåéñòâîâàòü
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Ðèñ. 50: Ìàíèïóëÿöèè ñ àòîìàìè â îïòè÷åñêîé ïîëîñòè

ñ ïîëåì âíóòðè ïîëîñòè, åñëè äëÿ êàêèõ-òî óðîâíåé ýíåðãèè åãî ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå
ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç |0〉 - óñëîâíî îñíîâíîé, è |1〉 - óñëîâíî âîçáóæäåííûé óðîâíè,
ýíåðãèÿ ïåðåõîäà ìåæäó ýòèìè óðîâíÿìè ∆E = ~ω òàêîâà, ÷òî ω î÷åíü òî÷íî ïðèáëè-
æàåò ÷àñòîòó ôîòîíà â ïîëîñòè. Ïðè ýòîì ïðè ïîãëîùåíèè ôîòîíà àòîì ïåðåõîäèò
îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ |0〉 ê âîçáóæäåííîìó |1〉, è íàîáîðîò, ïðè îáðàòíîì ïåðåõîäå
àòîìà ïðîèñõîäèò èñïóñêàíèå ôîòîíà. Ïîëíûé öèêë âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ ïîëåì,
âêëþ÷àþùèé ïîãëîùåíèå àòîìîì ôîòîíà è ïîñëåäóþùåå åãî èñïóñêàíèå, íàçûâàåòñÿ
îñöèëëÿöèåé Ðàáè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçîøëà îäíà òàêàÿ îñöèëëÿöèÿ, íàïðèìåð,
â àòîìå ðóáèäèÿ Rb85, ãäå ÷àñòîòà ïåðåõîäà ìåæäó óðîâíÿìè ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî
ωRb ≈ 1010 sek−1 ôîòîí äîëæåí óäåðæèâàòüñÿ â ïîëîñòè äîñòàòî÷íî äîëãî, òàê ÷òî
çà ýòî âðåìÿ îí óñïåâàåò îòðàçèòüñÿ îò çåðêàë íåñêîëüêî äåñÿòêîâ òûñÿ÷ ðàç. Ïî-
ýòîìó çåðêàëà äîëæíû áûòü î÷åíü êà÷åñòâåííûìè; èõ äåëàþò èç ñâåðõïðîâîäÿùåãî
ìàòåðèàëà, íàïðèìåð, íèîáèÿ, è îíè ôóíêöèîíèðóþò ïðè î÷åíü íèçêîé òåìïåðàòóðå
æèäêîãî ãåëèÿ.

Íî êà÷åñòâà çåðêàë íåäîñòàòî÷íî, òàê êàê ôîòîí ìîæåò ïðîñî÷èòüñÿ èç ïîëîñòè
çà ñ÷åò ñâîåé èíòåðôåðåíöèîííîé ïðèðîäû. Ýòà ïðèðîäà ñëåäóåò èç ïðèíöèïà èí-
òåðôåðåíöèè, êîòîðûé ìû êðàòêî îïèñàëè â ïåðâîé ãëàâå. ß ðåêîìåíäóþ ñëóøàòåëþ
îáðàòèòüñÿ ê äåòàëüíîìó ðàçúÿñíåíèþ äåéñòâèÿ ýòîãî ïðèíöèïà ïî îòíîøåíèþ ê ôî-
òîíàì, ïðèâåäåííîìó â êíèãå Ð.Ôåéíìàíà [7]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôîòîí äîëãî îñòàâàë-
ñÿ â ïîëîñòè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñîçäàâàåìîå èì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå êîíñòðóêòèâíî
èíòåðôåðèðîâàëî ñàìî ñ ñîáîé âíóòðè ïîëîñòè, è äåñòðóêòèâíî - âíå åå. Ýòî îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ äëèíîé ïîëîñòè - ðàññòîÿíèåì ìåæäó çåðêàëàìè L. Äëèíà äîëæíà áûòü
êðàòíîé ïîëóâîëíå äëèíû ôîòîíà, òî åñòü L = kλ/2, ãäå λ = 2πc/ω, k = 1, 2, ....

Ïîìåùåííûé â ïîëîñòü àòîì âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïîëåì ñ ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ
g, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

g =

√
~ω
V
dE(x), (88)

ãäå V - ýôôåêòèâíûé îáúåì ïîëîñòè (îáúåì, ãäå ïðèñóòñòâóåò ôîòîí), d - àáñîëþòíàÿ
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âåëè÷èíà äèïîëüíîãî ïåðåõîäà d̄ ìåæäó |0〉 è |1〉, E(x) - ôàêòîð ðàñïîëîæåíèÿ àòîìà
âíóòðè ïîëîñòè. Öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñäåëàòü g êàê ìîæíî áîëüøå, äëÿ âîç-
ìîæíî áûñòðåéøåãî ïðîÿâëåíèÿ ñâîéñòâ âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà è âåùåñòâà. Ïîýòîìó
äëèíà ïîëîñòè äîëæíà âûáèðàòüñÿ òàê, ÷òî k = 1, è L = λ/2. Â ýòîì ñëó÷àå êîíñòðóê-
òèâíàÿ èíòåðôåðåíöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ôîòîíà âíóòðè ïîëîñòè ìàêñèìàëüíà, è
åãî íàïðÿæåííîñòü ðàñïðåäåëåíà ïî ñèíóñîèäå, òàê ÷òî E(x) = sin(πx)/L.

Äèïîëüíûé ïåðåõîä ñ÷èòàåòñÿ ïî ôîðìóëå d̄ = e
∫
R3

ψ∗0 r̄ψ1dr̄, ãäå ψ0, ψ1 - âîëíîâûå

ôóíêöèè ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà â îñíîâíîì è âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèÿõ âíóòðè àòî-
ìà, çàâèñÿùèå îò òðåõìåðíîãî âåêòîðà r̄, e - çàðÿä ýëåêòðîíà. Ôàêòè÷åñêèé âûâîä
ôîðìóëû (88) ìîæíî íàéòè â êíèãå [8]. Êîíñòàíòà g, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíà, íî
ìîæíî ñ ïîìîùüþ äîìíîæåíèÿ áàçèñíîãî âåêòîðà |1〉 íà ïîäõîäÿùåå êîìïëåêñíîå
÷èñëî eiφ äîáèòüñÿ, ÷òîáû g áûëî âåùåñòâåííûì íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, ÷òî ìû è
áóäåì â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàòü.

Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå ïîëÿ ñ àòîìîì âíóòðè ïîëîñòè åñòü âçàèìîäåé-
ñòâèå àòîìà ñ êâàíòîâûì ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì, îïèñàííûì â Ïðèëîæåíèè
ê [27]. Óñëîâíàÿ �êîîðäèíàòà� x ïîëÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ a+ è óíè÷òîæåíèÿ a ôîòîíà â ïîëå êàê x = a+ + a.

Ââåäåì, àíàëîãè÷íî ïîëåâûì îïåðàòîðàì, îïåðàòîðû σ+, σ - àòîìíûå îïåðàòîðû
âîçáóæäåíèÿ è ðåëàêñàöèè; ó íàñ ïîëó÷èòñÿ íàáîð îïåðàòîðîâ ïîëÿ è àòîìîâ âèäà

a : |n〉ph →
√
n|n− 1〉ph, a+ : |n〉ph →

√
n+ 1|n+ 1〉ph,

σ : |0〉at → 0, |1〉at → |0〉,
σ+ : |0〉at → |1〉at, |1〉at → 0,

(89)

òàê ÷òî ÷èñëî ôîòîíîâ n = 0, 1, 2, ..., à ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå àòîìíîå âîçáóæäåíèå,
ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, ïðè÷åì ðåëàêñàöèÿ σ àòîìà, óæå íàõîäÿ-
ùåãîñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè |0〉at, ïðèâîäèò ê óíè÷òîæåíèþ ñîñòîÿíèÿ êàê òàêîâîãî
(íîëü â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé), à âîçáóæäåíèå óæå âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ àòî-
ìà äàåò òîò æå ðåçóëüòàò; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îïåðàòîðû äåéñòâóþò åñòåñòâåííûì
îáðàçîì.

Ââåäåì óñëîâíóþ �êîîðäèíàòó� àòîìíîãî âîçáóæäåíèÿ X ïî àíàëîãèè ñ ïîëå-
âîé �êîîðäèíàòîé�: X = σ+ + σ. Ïóñòü âçàèìîäåéñòâèå ïîëÿ ñ àòîìîì îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç G(x,X), ãäå x, X- óñëîâíûå �êîîðäèíàòû� ïîëÿ è àòîìíîãî âîçáóæäå-
íèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ðàñêëàäûâàÿ ýòó ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà, ìû âèäèì, ÷òî ñà-
ìûé ìëàäøèé ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ, ñîäåðæàùèé îáå êîîðäèíàòû, èìååò âèä gxX =
g(a+ +a)(σ+ +σ). Ýòî íàçûâàåòñÿ äèïîëüíûì ïðèáëèæåíèåì âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà è
ïîëÿ. Îíî ñïðàâåäëèâî, åñëè ðàçìåð àòîìà ñóùåñòâåííî ìåíüøå äëèíû âîëíû ôîòî-
íà; òàêîå ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ,
íàïðèìåð, â õèìèè.

Åñëè ó÷åñòü ñëåäóþùèå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèè Òåéëîðà ôóíêöèè
G(x,X), ïîëó÷àòñÿ áîëåå âûñîêèå ÷ëåíû â ïðèáëèæåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ; èìè ìû íå
áóäåì çàíèìàòüñÿ.

Ñîáñòâåííûå ýíåðãèè àòîìà è ïîëÿ, ñîãëàñíî Ïðèëîæåíèþ, äàþòñÿ ôîðìóëàìè
Eat = ~ωσ+σ, Eph = ~ωa+a. Ýíåðãèþ âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ ~ω/2 ìû îïóñêàåì, òàê
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êàê â äàííîì ñëó÷àå îíà íå èãðàåò ðîëè.2 Ñóììèðóÿ èõ ñ ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ,
ìû ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí Äæåéíñà-Êàììèíãñà äëÿ äâóõ-óðîâíåâîãî àòîìà â îïòè-
÷åñêîé ïîëîñòè:

HJC = ~ωa+a+ ~ωσ+σ + g(a+ + a)(σ+ + σ). (90)

Ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ òàêèì ãàìèëüòîíèàíîì äî-
âîëüíî ñëîæíî. Äåëî â òîì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ñîäåðæèò ÷ëåíû aσ è a+σ+. êîòîðûå
ïî îòäåëüíîñòè íå ñîõðàíÿþò ýíåðãèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëüíî áåñêî-
íå÷íîé ìàòðèöû îïåðàòîðà HJC íåò êîíå÷íîìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ,
è ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ áåñêîíå÷íîñòÿìè, ÷òî çàòðóäíèòåëüíî è íåâåðíî ïî ñóùå-
ñòâó.

Ê ñ÷àñòüþ, ýòà òðóäíîñòü îáõîäèòñÿ äëÿ áîëüøåé ÷àñòè ïðèëîæåíèé, ãäå ñèëà
âçàèìîäåéñòâèÿ g ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé âîçáóæäåíèÿ ~ω àòîìà. Åñëè g/~ω �
1, íå ñîõðàíÿþùèå ýíåðãèþ ÷ëåíû ìîæíî îòáðîñèòü, è ãàìèëüòîíèàí ïðèìåò ãîðàçäî
áîëåå óäîáíûé âèä

HRWA
JC = ~ωa+a+ ~ωσ+σ + g(a+σ + aσ+). (91)

Ýòî òàê íàçûâàåìîå ïðèáëèæåíèå âðàùàþùåéñÿ âîëíû RWA, åãî âûâîä ìîæíî íàéòè
â Ïðèëîæåíèè.

Íàøà ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà - êîìïîçèòíàÿ. Îíà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ïîëÿ è
àòîìà. Äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ, âûïèñûâàÿ ñíà÷àëà ÷èñëî ôî-
òîíîâ â ïîëå, à çàòåì - àòîìíîå âîçáóæäåíèå: |n,m〉, òàê ÷òî n = 0, 1, 2, ..., m = 0, 1, è
îïóñêàòü íèæíèå èíäåêñû ph è at. Ïðè çàïèñè îïåðàòîðîâ ïðèìåì îáû÷íî ñîãëàøå-
íèå: åñëè íå óêàçàí îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà äðóãîé ýëåìåíò êîìïîçèòíîé ñèñòåìû,
îí ïðåäïîëàãàåòñÿ îïåðàòîðîì èäåíòè÷íûì: Iat èëè Iph. Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð,
çàïèñü a+a íàäî òðàêòîâàòü êàê a+a⊗ Iat, à çàïèñü aσ+ - ëèáî êàê a⊗ σ+, ëèáî êàê
ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå a⊗ Iat · Iph ⊗ σ+. Ïðîâåðüòå, ÷òî îáà ïóòè äàþò îäèí è òîò
æå ðåçóëüòàò.

Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà HRWA
JC ïðîñòðàíñòâî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿ-

ìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâHn, êàæäîå ñîîòâåòñòâóåò ýíåð-
ãèè En = ~ωn, è ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè |n, 0〉, |n− 1, 1〉. Ãàìèëüòîíèàí, îãðàíè÷åí-
íûé íà Hn, èìååò âèä

Hn =

(
~ωn g

√
n

g
√
n ~ωn

)
. (92)

Âûðàæåíèå (92) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ |n, 0〉 è |n − 1, 1〉 ïåðåõîäÿò îäíî
â äðóãîå â õîäå ýâîëþöèè, ïðè÷åì èõ íàñåëåííîñòü ìåíÿåòñÿ ïî ñèíóñîèäàëüíîìó
çàêîíó (ñì. ðèñóíîê 51).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî íàñåëåííîñòè ñîñòîÿíèé |n, 0〉 è |n − 1, 1〉 ÷åðåäóþòñÿ, êîëåá-
ëÿñü â ïðîòèâîôàçå. Åñëè íà îäíîé èç âåðøèí ãðàôèêà íàñåëåííîñòè ñîñòîÿíèÿ |n, 0〉

2Ñëóøàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äîáàâëåíèå êîíñòàíòû ê ãàìèëüòîíèàíó, òî åñòü
ïåðåõîä îò H ê H + cI, ïðèâîäèò òîëüêî ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîãî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ âèäà
e−ict/~ â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, êîòîðûé íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà è èñ÷åçàåò ïðè
ïåðåõîäå ê óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè.
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Ðèñ. 51: Îñöèëëÿöèè Ðàáè ìåæäó íàñåëåííîñòÿìè ñîñòîÿíèé |n, 0〉 è |n− 1, 1〉.

êàêèì-òî îáðàçîì èçâëå÷ü èç ïîëîñòè ôîòîíû (ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî
îïòè÷åñêîãî çåðêàëà - ÿ÷åéêè Ïîêêåëüñà), òî àòîì îñòàíåòñÿ â ïîëîñòè â îñíîâíîì ñî-
ñòîÿíèè. Ýòî âàæíîå çàìå÷àíèå ïðèãîäèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì, ïðè êîíñòðóèðîâàíèè
êâàíòîâîãî ãåéòà coCSign.

8.2 Ìîäåëü Òàâèñà-Êàììèíãñà-Õàááàðäà

Åñëè ñîåäèíèòü äâå ïîëîñòè âîëíîâîäîì, ñîñòîÿùèì èç îïòè÷åñêîãî âîëîêíà, ïî
êîòîðîìó ôîòîíû èç îäíîé ïîëîñòè ñìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ â äðóãóþ ïîëîñòü, ìû ïîëó-
÷èì áîëåå ñëîæíóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Òàâèñà-Êàììèíãñà-
Õàááàðäà âèäà

HTCH =
m∑
i=1

H i
TC +

∑
1≤i<j≤m

µij(a
+
i aj + aia

+
j ). (93)

Ýòà ìîäåëü áëèæå ê ðåàëüíîñòè, ÷åì îäíîïîëîñòíàÿ, òàê êàê çäåñü óæå äîïóñêà-
åòñÿ âîçìîæíîñòü äëÿ ôîòîíîâ ñòàòü ðàçëè÷èìûìè, îêàçàâøèñü â ðàçíûõ ïîëîñòÿõ
(ñì. ðèñóíîê 52).

8.3 Çàïóòûâàþùèé ãåéò â ìîäåëè JCH

Êâàíòîâûé êîìïüþòèíã ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âòîðæåíèå êâàíòîâîé òåîðèè â îá-
ëàñòü ñëîæíûõ ïðîöåññîâ, ãäå äåéñòâèå åå îñíîâíûõ çàêîíîâ ïîêà íå èçó÷åíî. Ïîýòî-
ìó êîíñòðóèðîâàíèå íàèáîëåå ïðîñòûõ ñõåì òàêèõ âû÷èñëåíèé, â êîòîðûõ êâàíòî-
âûå çàêîíû ïðîÿâëÿëèñü áû êàê ìîæíî ÿñíåå, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Òåìíîå
ìåñòî çäåñü - äåêîãåðåíòíîñòü, âîçíèêàþùàÿ èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ è ïîëÿ,
êâàíòû êîòîðîãî òåñíî ñâÿçûâàþò êâàíòîâûé êîìïüþòåð ñ îêðóæåíèåì. Ýòî äåëàåò
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Ðèñ. 52: Ìîäåëü Äæåéíñà-Êàììèíãñà-Õàááàðäà. Ìîäåëü TCH îòëè÷àåòñÿ òîëüêî íà-
ëè÷èåì íåñêîëüêèõ àòîìîâ â ïîëîñòÿõ

íåîáõîäèìûì ó÷åò è êîíòðîëü, èëè äàæå ÿâíîå èñïîëüçîâàíèå ôîòîíîâ â êâàíòîâûõ
ïðîòîêîëàõ.

Ôîòîíû êàê íîñèòåëè èíôîðìàöèè äàþò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûå îï-
òè÷åñêèå ïðèáîðû äëÿ ðåàëèçàöèè îäíîêóáèòíûõ ãåéòîâ, íî êîíñòðóèðîâàíèå çàïó-
òûâàþùèõ îïåðàöèé òðóäíî, òàê êàê ôîòîíû íåïîñðåäñòâåííî íå âçàèìîäåéñòâóþò
äðóã ñ äðóãîì. Åñòü ïîïóëÿðíàÿ KLM- ñõåìà (ñì. [28]), ãäå èñïîëüçóþòñÿ èçìåðå-
íèÿ â êà÷åñòâå ýðçàöà âçàèìîäåéñòâèÿ, è åå óñîâåðøåíñòâîâàíèå [29] ñ òåëåïîðòàöèåé
(ñì. [30]), çíà÷èòåëüíî ïîâûøàþùåå åå ýôôåêòèâíîñòü, à òàêæå ðÿä âàðèàíòîâ ýòîé
ñõåìû äëÿ àòîìîâ (ñì., íàïðèìåð, [31]). Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêèõ âåðî-
ÿòíîñòíûõ ñõåì ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïðåäúÿâëÿåò ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ
ê ýôôåêòèâíîñòè, ïî êðàéíåé ìåðå, òåîðåòè÷åñêîé, êâàíòîâûõ ãåéòîâ íà åäèíè÷-
íûõ ÷àñòèöàõ. Èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè çàòåíÿåò ãëàâíûé âîïðîñ
êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà: êàê êîãåðåíòíîñòü ðàáîòàåò äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì èç ðàçíûõ
÷àñòèö?

Çäåñü áîëüøå ïîäõîäÿò íàèáîëåå ïåðâîïðèíöèïíûå ìåòîäû, ãëàâíûì èç êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ îïòè÷åñêèå ïîëîñòè ñ íåñêîëüêèìè àòîìàìè, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ ñ îä-
íîìîäîâûì ïîëåì ÷åòêî îïèñûâàåòñÿ èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ (î âîçìîæíîñòÿõ äàííîãî
òèïà óñòðîéñòâ ñì., íàïðèìåð, [32]). Òàê, ãåéò CNOT áûë ðåàëèçîâàí ñ èñïîëüçî-
âàíèåì âíåøíèõ - êîëåáàòåëüíûõ - ñòåïåíåé ñâîáîäû àòîìà (ñì. [33]). Îäíàêî ñóòü
êâàíòîâîãî êîìïüþòèíãà - â êîãåðåíòíîì ïîâåäåíèè íå îòäåëüíîãî êóáèòà, à â ìàñ-
øòàáèðîâàíèè ôåéíìàíîâñêîãî êâàíòîâîãî ïðîöåññîðà, ðåàëèçóþùåãî òåîðåòè÷åñêèå
âîçìîæíîñòè óíèòàðíîé äèíàìèêè âî âñåì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé,
äàþùåå, íàïðèìåð, àëãîðèòì Ãðîâåðà [12] íà òîì æå îáîðóäîâàíèè, ÷òî è àëãîðèòì
Øîðà [18]. Èñïîëüçîâàíèå âíåøíèõ ôàêòîðîâ äëÿ äåìîíñòðàöèè äèíàìèêè îòäåëü-
íûõ àòîìîâ è ïîëÿ ïîëåçíî èìåííî äëÿ îòäåëüíûõ àòîìîâ, íî âíîñèìûå íåèçáåæíûå
ïîìåõè íàâåðíÿêà ñêàæóòñÿ ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè.

Ïîýòîìó öåííîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñõåìû ðåàëèçàöèè ãåéòîâ, èñïîëüçóþùèå ìèíè-
ìàëüíûå ñðåäñòâà, êîòîðûå õîðîøî îïèñûâàþòñÿ èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ. Îäíà èç òà-
êèõ ñõåì ïðåäëîæåíà â ñòàòüå Õ.Àçóìû [39], ãäå â êà÷åñòâå êóáèòîâ èñïîëüçóþòñÿ
äâóõ-ðåëüñîâûå ñîñòîÿíèÿ åäèíè÷íûõ ôîòîíîâ. Â ýòîé ñõåìå âçàèìîäåéñòâèå ôîòî-
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íîâ ñ àòîìàìè èñïîëüçóåòñÿ ëèøü äëÿ ñîâåðøåíèÿ çàïóòûâàþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
CSign, äëÿ êîòîðîãî òðåáóåòñÿ äâå îïòè÷åñêèå ïîëîñòè; íåîáõîäèìû òàêæå äâà ñâå-
òîäåëèòåëÿ è ôàçîâðàùàòåëè.

Ìû îïèøåì óïðîùåíèå ñõåìû Àçóìû, ãäå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíà ïîëîñòü, à
ñâåòîäåëèòåëè çàìåíåíû âðåìåííûì ñäâèãîì äëÿ ôîòîíîâ, ïîñòóïàþùèõ â íåå. Ëî-
ãè÷åñêèìè êóáèòàìè ó íàñ áóäóò àñèíõðîííûå ñîñòîÿíèÿ àòîìîâ â ðàáèåâñêèõ îñöèë-
ëÿöèÿõ. Ýòó ñõåìó ìîæíî ïåðåäåëàòü äëÿ ÷èñòî ôîòîííûõ íîñèòåëåé, ñî âðåìåííûì
ñäâèãîì, îïðåäåëÿþùèì çíà÷åíèå êóáèòà. Îäíàêî àòîìû êàê íîñèòåëè èíôîðìàöèè
îáëàäàþò òåì ïðåèìóùåñòâîì, ÷òî èõ ãîðàçäî ëåã÷å êîíòðîëèðîâàòü, êàê è èñïóñêà-
åìûå èìè ôîòîíû. Äîñòîèíñòâî ïðåäëàãàåìîé ñõåìû â åå ïðîñòîòå. Íåäîñòàòîê, òîò
æå, ÷òî è â ñõåìå [39] - çàâèñèìîñòü îò âðåìåííîé òî÷íîñòè ñðàáàòûâàíèÿ ÿ÷åéêè
Ïîêêåëüñà èëè åå àíàëîãà, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîé íàäî ñäåëàòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå
âðåìåíè ðàáèåâñêîé îñöèëëÿöèè àòîìà â ïîëîñòè.

Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì ìû áóäåì ðåàëèçîâûâàòü ãåéò coCSign : |x, y〉 →
(−1)x(y⊕1)|x, y〉, ìåíÿþùèé çíàê ïðè åäèíñòâåííîì ñîñòîÿíèè |10〉, ðîäñòâåííûé ãåé-
òó CSign, êîòîðûé ðåàëèçîâàí â [39]; ðàçíèöû íåò íèêàêîé, òàê êàê coCSign =
CSignσx(y), à îäíîêóáèòíûå ãåéòû ðåàëèçóþòñÿ ëèíåéíûìè îïòè÷åñêèìè óñòðîé-
ñòâàìè.

8.4 Ðàñ÷åò ôàçîâûõ ñäâèãîâ

ßäðî äàííîé ñõåìû - îïòè÷åñêàÿ ïîëîñòü ñ îäíèì äâóõóðîâíåâûì àòîìîì ñ ýíåð-
ãåòè÷åñêîé ùåëüþ ~ω ìåæäó îñíîâíûì |0〉 è âîçáóæäåííûì |1〉 óðîâíÿìè, ãäå ω
ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé ôîòîíà îïðåäåëåííîé ìîäû, óäåðæèâàåìîãî â ïîëîñòè. Êîí-
ñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ g ìåæäó àòîìîì è ïîëåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîé: g/~ω � 1
(ïðàêòè÷åñêè, ýòî îòíîøåíèå äîëæíî áûòü íå áîëüøå 10−3) äëÿ âîçìîæíîñòè ïðè-
ìåíåíèÿ RWA ïðèáëèæåíèÿ, â êîòîðîì ãàìèëüòîíèàí Äæåéíñà-Êàììèíãñà ñèñòåìû
�àòîì+ïîëå� ([35]) èìååò âèä

H = HJC = H0 +Hint; H0 = ~ωa+a+ ~ωσ+σ, Hint = g(α+σ + aσ+), (94)

ãäå a, a+- îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ ôîòîíà, σ, σ+- ðåëàêñàöèè è âîçáóæäå-
íèÿ àòîìà. Áóäåì çàïèñûâàòü áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ àòîìà è ïîëÿ â âèäå |n〉ph|m〉at, ãäå
n = 0, 1, 2, ... - ÷èñëî ôîòîíîâ â ïîëîñòè,m = 0, 1 - ÷èñëî àòîìíûõ âîçáóæäåíèé. Ó íàñ
áóäåò n = 0, 1, 2. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî ïîëîñòåé, è ñíàáæàòü îïåðàòîðû
ïîëîñòè i íèæíèì èíäåêñîì i, òàê ÷òî îáùèé ãàìèëüòîíèàí áóäåò ðàâåí ñóììå

∑
i

Hi;

âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ ñ ïîëåìHint âî âñåõ îáëàñòÿõ áóäåò òîãäà ðàâíî, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ñóììå

∑
i

Hint i. Ãàìèëüòîíèàí â õîäå âûïîëíåíèÿ ãåéòà coCSign áóäåò ìåíÿòüñÿ:

ê åãî ñëàãàåìîìó Hint áóäåò äîáàâëÿòüñÿ ñëàãàåìîå âèäà Hjump = ν(aia
+
j + aja

+
i ),

îçíà÷àþùåå ïåðåõîä ôîòîíà èç ïîëîñòè i â ïîëîñòü j è íàîáîðîò, íî ýíåðãèÿ íåçàâè-
ñèìûõ àòîìîâ è ïîëÿ H0 íå èçìåíèòñÿ (ìîäåëü Äæåéíñà-Êàììèíãñà-Õàááàðäà JCH).
Ïîýòîìó íàáåã ôàçû, ñâÿçàííûé ñ H0, áóäåò îáùèì äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé, è åãî ìîæíî
èãíîðèðîâàòü. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü íàáåã ôàçû îòíîñèòåëüíî ëèáî òîæäåñòâåí-
íîãî îïåðàòîðà I, ëèáî îòíîñèòåëüíî σx, òàê êàê âñå îïåðàöèè, ðàññìîòðåííûå íèæå,
ñâîäÿòñÿ ëèáî ê ïåðâîé, ëèáî êî âòîðîé ñ èçìåíåíèåì ôàçû, òàê ÷òî íàáåã ôàçû ïðè
ïðèìåíåíèè, íàïðèìåð, −iσx ñîñòàâèò −π

2
.
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Ïóñòü τ1 = π~/g, τ2 = π~/g
√

2 - ïåðèîäû ðàáèåâñêèõ îñöèëëÿöèé äëÿ îáùåé

ýíåðãèè ~ω è 2~ω ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàòîðû Ut = e−
i
~Ht, èíäóöèðóåìûå ýâîëþöèåé

â âàæíûå ìîìåíòû âðåìåíè, áóäóò çàâèñåòü îò îáùåé ýíåðãèè ïîëîñòè. Åñëè îíà
ðàâíà ~ω, â áàçèñå |φ0〉 = |1〉ph|0〉at, |φ1〉 = |0〉ph|1〉at, ìû èìååì:

Uτ1/2 = −iσx, Uτ1 = −I, U2τ1 = I, (95)

ãäå σx- ìàòðèöà Ïàóëè, è àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñ çàìåíîé τ1 íà τ2 ïðè îáùåé
ýíåðãèè ïîëîñòè 2~ω.

Ïðè ïåðåìåùåíèè ôîòîíà èç ïîëîñòè j â ïîëîñòü i è íàîáîðîò, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ
îäíîâðåìåííûì âêëþ÷åíèåì ÿ÷ååê Ïîêêåëüñà èëè ïîäîáíûõ èì óñòðîéñòâ â äàííûõ
ïîëîñòÿõ, ðåàëèçóåòñÿ äîáàâêà Hjump ê âçàèìîäåéñòâèþ Hint, êîòîðàÿ ïðè îòñóòñòâèè
â ïîëîñòÿõ àòîìîâ ðåàëèçóåò â òî÷íîñòè òó æå äèíàìèêó, ÷òî è ðàáèåâñêèå îñöèëëÿ-
öèè, íî ñ ïåðèîäîì τjump = π~/νi,j. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ν � g, òàê ÷òî âîçìîæíî
ïåðåìåùåíèå ôîòîíà èç ïîëîñòè â ïîëîñòü òàê, ÷òîáû àòîì âîîáùå íå âëèÿë íà ýòîò
ïðîöåññ, òàê ÷òî íàáåã ôàç ìîæíî ñ÷èòàòü ïî ôîðìóëàì, àíàëîãè÷íûì (95). Êàê îò-
ìå÷åíî â ðàáîòå [39] ýòî òðóäíî ðåàëèçîâàòü â ýêñïåðèìåíòå, îäíàêî åñòü îñíîâàíèÿ
ñ÷èòàòü ýòî òåõíè÷åñêîé òðóäíîñòüþ. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ íàáåã ôà-
çû ïðè îïåðàòîðå σx, ïðèìåíåííîé ê ôîòîíàì äâóõ ïîëîñòåé ñîñòàâèò, òàê æå êàê è
äëÿ ïîëîâèíû ðàáèåâñêîé îñöèëëÿöèè, −π/2.

Â ñèëó íåñîèçìåðèìîñòè ïåðèîäîâ ðàáèåâñêèõ îñöèëëÿöèé τ1 è τ2 ìû ìîæåì âû-
áðàòü òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n1 è n2, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ
ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

2n2τ2 ≈ 2n1τ1 +
τ1

2
, (96)

êîòîðîå è áóäåò îñíîâîé äëÿ íåëèíåéíîãî ôàçîâîãî ñäâèãà, íåîáõîäèìîãî äëÿ ðåàëè-
çàöèè coCSing.

8.5 Ðåàëèçàöèÿ coCSign

Ñîñòîÿíèå êóáèòà |0〉 ðåàëèçóåòñÿ â íàøåé ìîäåëè êàê ñîñòîÿíèå îïòè÷åñêîé ïîëî-
ñòè âèäà |0〉ph|1〉at, à ñîñòîÿíèå êóáèòà |1〉 - êàê |1〉ph|0〉at. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîñòîÿ-
íèÿ |10〉, êîòîðîìó òðåáóåòñÿ èíâåðòèðîâàòü ôàçó, èìååò âèä |10〉ph|01〉at, ãäå ïåðâûé
ôîòîííûé êóáèò îòíîñèòñÿ ê ïîëîñòè x, à âòîðîé - ê ïîëîñòè y. Çàìåòèì, ÷òî ÷åðåç
âðåìÿ τ1/2 íîëü è åäèíèöà ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ñ íàáåãîì ôàçû, êîòîðûé âõîäèò â H0,
è ïîòîìó èãíîðèðóåòñÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé, ðåàëèçóþùèõ coCSign, èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 53,
à ó÷àñòâóþùèå ïîëîñòè - íà ðèñóíêå 54. Ñíà÷àëà ìû çàïóñêàåì âî âñïîìîãàòåëüíóþ
ïîëîñòü ñ àòîìîì â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè è âàêóóìíûì ñîñòîÿíèåì ïîëÿ ôîòîí èç ïî-
ëîñòè x, çàòåì, ñ çàäåðæêîé τ1/2 - ôîòîí èç ïîëîñòè y, çàòåì, ÷åðåç âðåìÿ 2n2τ2,
ïåðåìåùàåì ôîòîí èç âñïîìîãàòåëüíîé ïîëîñòè â ïîëîñòü x, çàòåì, ÷åðåç âðåìÿ τ1/2
ïåðåìåùàåì ôîòîí èç âñïîìîãàòåëüíîé ïîëîñòè â ïîëîñòü y. Èç íàøåãî âûáîðà âðå-
ìåí ïåðåìåùåíèé ôîòîíîâ âûòåêàåò, ÷òî â äàííûå ìîìåíòû â ó÷àñòâóþùèõ ïîëîñòÿõ
áóäåò ëèáî îäèí ôîòîí, ëèáî íè îäíîãî, ïîýòîìó âêëþ÷åíèå ÿ÷ååê Ïîêêåëüñà íà ìà-
ëîì âðåìåííîì îòðåçêå δτ = π~/2ν � τ1 äàñò èìåííî ïåðåìåùåíèå ôîòîíîâ.

Èç ïðåäûäóùèõ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ýíåðãèè öåíòðàëüíîé ïîëîñòè ~ω (ýòîò
âàðèàíò ðåàëèçóåòñÿ äëÿ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé |00〉, |11〉) íàáåã ôàçû ïðè ïåðåíîñå
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Ðèñ. 53: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé ïðè ðåàëèçàöèÿ ãåéòà coCSign: |x, y〉 →
(−1)x(y⊕1)|x, y〉 íà àñèíõðîííûõ àòîìíûõ âîçáóæäåíèÿõ â îïòè÷åñêèõ ïîëîñòÿõ, δτ =
τjump/2

Ðèñ. 54: Ðåàëèçàöèÿ ãåéòà coCSign
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ôîòîíà òóäà è îáðàòíî ñîñòàâèò −π, à âî âçàèìîäåéñòâèè ñ àòîìîì −π, òàê ÷òî
ñóììàðíûé íàáåã ôàçû áóäåò íóëåâîé, êàê è â ñëó÷àå íóëåâîé ýíåðãèè öåíòðàëüíîé
ïîëîñòè (íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå |01〉). Äëÿ ýíåðãèè 2~ω - â ñëó÷àå x = 1, y = 0 ïåðåíîñ
äâóõ ôîòîíîâ äàñò íóëü, à âçàèìîäåéñòâèå äàñò −π

2
− π

2
= −π, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåïåðü ñëóøàòåëü ìîæåò ñàì ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âûñîêîé òî÷íîñòè ñîáëþäåíèÿ
ðàâåíñòâà (96)äàííà ñõåìà ðåàëèçóåò îïåðàòîð coCSign ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Â ñòàòüå [36] ïðèâåäåí ðàñ÷åò, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ óäîâëå-
òâîðèòåëüíîé òî÷íîñòè ïîäîáíûõ çàïóòûâàþùèõ ãåéòîâ íà íåëèíåéíîñòè â ïîëîñòÿõ
äîñòàòî÷íî âçÿòü ÷èñëà íåñîèçìåðèìûõ ïåðèîäîâ n1, n2, íå ïðåâîñõîäÿùèå íåñêîëü-
êèõ äåñÿòêîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó íàáëþäàåìûõ ðàáèåâñêèõ îñöèëëÿöèé â îïòè-
÷åñêèõ ïîëîñòÿõ.

8.6 Ðåàëèçàöèÿ îäíîêóáèòíûõ ãåéòîâ

Äëÿ êâàíòîâîãî âû÷èñëåíèÿ, êðîìå çàïóòûâàþùåãî ãåéòà coCSign, íåîáõîäèìû
òàêæå îäíîêóáèòíûå ãåéòû. Ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî ðåàëèçîâàòü äâà ãåéòà: âðàùà-
òåëü ôàçû |x〉 → eiφx|x〉 è îïåðàòîð Àäàìàðà H : |x〉 → 1√

2
(|0〉+ (−1)x|1〉).

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåííûå íàìè ëîãè÷åñêèå êóáèòû ðàçëè÷àþòñÿ
òîëüêî âðåìåíåì ïîÿâëåíèÿ ÿâíîãî ôîòîíà â ïîëîñòè. Ïóñòü ê ïîëîñòè ïîäñîåäè-
íåíû äâà âîëíîâîäà, 1 è 2. Èñïîëüçóÿ áûñòðîå âêëþ÷åíèå è âûêëþ÷åíèå ÿ÷åéêè
Ïîêêåëüñà, êàê è âûøå, ìû ìîæåì íàïðàâèòü ôîòîí ïî âîëíîâîäó 1, â ñëó÷àå, åñëè
ëîãè÷åñêèé êóáèò ðàâåí íóëþ, è ïî âîëíîâîäó 2, åñëè îí ðàâåí åäèíèöå.

Ôàçîâðàùàòåëü èçìåíÿåò ôàçó ëîãè÷åñêîãî êóáèòà, íàðàùèâàÿ åå íà óãîë φ, â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ðàâåí åäèíèöå. Äëÿ òàêîãî èçìåíåíèÿ ôàçû
äîñòàòî÷íî óäëèíèòü âîëíîâîä 2, â êîòîðûé ïîïàäåò ôîòîí, åñëè ëîãè÷åñêèé êóáèò
ðàâåí åäèíèöå. Èçëèøåê äëèíû íàìàòûâàåòñÿ íà êàòóøêó, òàê ÷òî íà âûõîäå ó íàñ
ñíîâà áóäóò òå æå ôîòîíû, íî ñäâèã ôàçû ïî âîëíîâîäó 2 áóäåò ðàâåí φ. Òàê êàê
ïåðèîä ðàáèåâñêèõ îñöèëëÿöèé τ çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò äëèíó âîëíû ôîòîíà, òà-
êîå óäëèíåíèå ïóòè ôîòîíà âî âòîðîì âîëíîâîäå íèêàê íå ñêàæåòñÿ íà îïðåäåëåíèè
ëîãè÷åñêèõ êóáèòîâ.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ãåéòó Àäàìàðà H. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè ìû èñïîëüçóåì ëèíåé-
íûé ñâåòîäåëèòåëü, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 55. Ýòî óñòðîéñòâî ðåàëèçóåò ïðåîá-
ðàçîâàíèå ôîòîíîâ â âîëíîâîäàõ 1 è 2 âèäà:

|n1m2〉 = 1√
n!m!

(a+
1 )n(a+

2 )m|0102〉 →
1√
n!m!

[ 1√
2
(a+

1 + a+
2 )]n[ 1√

2
(a+

1 − a+
2 )]m|0102〉,

(97)

ãäå íèæíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò íîìåð âîëíîâîäà. Ïðè n = 1,m = 0 èëè n = 0,m = 1,
òî åñòü äëÿ îäíîãî ëîãè÷åñêîãî êóáèòà, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå â òî÷íîñòè äàñò îïåðàòîð
Àäàìàðà.

Òàêèì îáðàçîì, îäíîêóáèòíûå ãåéòû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåàëèçàöèè, íàïðèìåð, àë-
ãîðèìà Ãðîâåðà, ìîæíî ñäåëàòü íà îïòè÷åñêèõ ïîëîñòÿõ, â ðàìêàõ ìîäåëè Äæåéíñà-
Êàììèíãñà-Õàááàðäà. Ïåðâàÿ òðóäíîñòü â ðåàëèçàöèè ãåéòà coCSign - â áûñòðî-
òå ñðàáàòûâàíèÿ ÿ÷åéêè Ïîêêåëüñà, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ òåõíè÷åñêè ïðåîäîëèìûì
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Ðèñ. 55: Ñâåòîäåëèòåëü.

äåëîì. Âòîðàÿ òðóäíîñòü - óøèðåíèå ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé ïîëîñòè. Ñîîòíîøåíèå
íåîïðåäåëåííîñòåé �ýíåðãèÿ - âðåìÿ� îçíà÷àåò âîçíèêíîâåíèå íåîïðåäåëåííîñòè ÷à-
ñòîòû ôîòîíà ïðè åãî áûñòðîì ïåðåìåùåíèè èç ïîëîñòè â ïîëîñòü; ýòî âåäåò ê óìåíü-
øåíèþ âðåìåíè æèçíè ôîòîíà â ïîëîñòè. Ñàìûé ïðîñòîé âûõîä - â óìåíüøåíèè ñèëû
âçàèìîäåéòâèÿ àòîìîâ ñ ïîëåì, ÷òî óäëèíèëî áû ïåðèîä ðàáèåâñêèõ îñöèëëÿöèé, îä-
íàêî ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâåëî áû òàêæå ê óìåíüøåíèþ âðåìåíè æèçíè ôîòîíà â
ïîëîñòè. Îáå ýòè òðóäíîñòè åñòü è äëÿ ñõåìû Àçóìû; âîçìîæíîñòè èõ ïðåîäîëåíèÿ
îíè íóæäàþòñÿ â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè.

Äîñòîèíñòâî ïðåäëîæåííîé ñõåìû ðåàëèçàöèè ãåéòîâ - â åå ïðîñòîòå è âîçìîæ-
íîñòè òî÷íîãî ñëåäîâàíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè JCH, ÷òî, íåñìîòðÿ íà óïîìÿíóòóþ
òåõíè÷åñêóþ òðóäíîñòü âíóøàåò îïòèìèçì â ïëàíå ìàñøòàáèðóåìîñòè è ñðàâíåíèÿ
òåîðèè êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ñ ýêñïåðèìåíòàìè íà áîëüøîì ÷èñëå êóáèòîâ.

8.7 Ìàòðèöà ïëîòíîñòè

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ëèáî óíèòàðíóþ ýâîëþöèþ, ëèáî èçìåðåíèå - ýòî
èäåàëèçèðîâàííàÿ ñõåìà. Â ðåàëüíîñòè êâàíòîâàÿ ïàìÿòü íàõîäèòñÿ â òåñíîì îêðó-
æåíèè ðàçè÷íûõ ÷àñòèö è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàçíûõ ìîä. Íàïðèìåð, àòîì â
ïîëîñòè âçàèìîäåéñòâóåò ñ ôîòîíîì îãðàíè÷åííîå âðåìÿ, òàê êàê âðåìÿ æèçíè ôî-
òîíà â ïîëîñòè îãðàíè÷åíî: îí âûëåòàåêò èç íåå âîâíå. Ïðè êîíòàêòå ñ îêðóæåíèåì
ñîñòîÿíèå |Ψ〉, êîòîðîå ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ÷èñòûì, ïîðòèòñÿ ñïåöè-
ôè÷åñêèì îáðàçîì: îíî ïðåâðàùàåòñÿ â ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå óæå íåëüçÿ
îïèñàòü â âèäå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉, à ìîæíî ëèøü â âèäå ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Åå
ìû ñåé÷àñ è èçó÷èì.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó |Ψ〉〈Ψ| = ρΨ, àññîöèèðîâàííóþ ñ ñîñòîÿíèåì |Ψ〉. Ýòî ìàò-
ðèöà ïëîòíîñòè Ëàíäàó äàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Îíà ýðìèòîâà è åå ðàíã è ñëåä ðàâíû
åäèíèöå. Ýòè òðè óñëîâèÿ íà ìàòðèöó, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àþò, ÷òî îíà èìååò
âèä ρΨ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà |Ψ〉. Ñëóøàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ýòè óòâåð-
æäåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî. Íà äèàãîíàëè ìàòðèöû ïëîòíîñòè ñòîÿò âåðîÿòíîñòè pj,
à âíåäèàãîíàëüíûå ÷ëåíû, íàçûâàåìûå êîãåðåíòíîñòÿìè, ñèìâîëèçèðóþò êâàíòîâûå
ñâîéñòâà äàííîãî ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉: åñëè îíî áàçèñíîå, ó íåãî íåò êâàíòîâûõ ñâîéñòâ,
îíî êëàññè÷åñêîå.

Ïðè èçìåíåíèè áàçèñà ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ìàòðè÷íîìó çàêîíó:
ρΨ → TρΨT

∗, ãäå T - óíèòàðíûé îïåðàòîð ïåðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó.
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Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ìàòðèöû ïëîòíîñòè - ýòî ôóíêöèÿ âèäà
Ψ̄(r1, t)Ψ(r2, t), ãäå r1, r2 - ïàðà âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé ÷àñòèöû.

Ïðàâèëî Áîðíà - åäèíñòâåííîå ñâÿçóþùåå çâåíî ìåæäó êâàíòîâûì ôîðìàëèçìîì
è ýêñïåðèìåíòàìè. Ìû íå ìîæåì èçâëå÷ü íèêàêîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè, â êîòî-
ðîì íàõîäèòñÿ äàííàÿ ÷àñòèöà èíà÷å, ÷åì ïðîâåäÿ íàä íåé èçìåðåíèå â êàêîì-ëèáî
çàðàíåå âûáðàííîì áàçèñå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä λj ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 íàäî ïðîèç-
âåñòè ìíîãî èçìåðåíèé íàä ìíîãèìè îäèíàêîâî ïðèãîòîâëåííûìè â ýòîì ñîñòîÿíèè
÷àñòèöàìè. Ïðè÷åì ïîñëå èçìåðåíèÿ ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû íåîáðàòèìî ìåíÿåòñÿ, òàê
÷òî ìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü îäíó è òó æå ÷àñòèöó.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî åñëè ìû èçìåðÿåì ÷àñòèöó â êàêîì-ëèáî áàçèñå, òî ïî-
ñëå ïîâòîðíîãî èçìåðåíèÿ ìû ïîëó÷èì òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò, òàê êàê ðåçóëüòàò
ïðîåêöèè ñîñòîÿíèÿ íà âûáðàííûé çàðàíåå áàçèñíûé âåêòîð |j〉 èìååò âèä |j〉〈j| (äî-
êàæèòå!) è åãî êâàäðàò ðàâåí âñå òîé æå ïðîåêöèè. Íî ýòî - ãðóáàÿ îøèáêà, õàðàê-
òåðíàÿ äëÿ êîïåíãàãåíñêîé ôèçèêè, â êîòîðîé ôîðìàëèçì ñóùåñòâóåò îòäåëüíî îò
ðåàëüíîñòè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè èçìåðåíèå íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü îòäåëüíî îò òàê
íàçûâàåìîé óíèòàðíîé äèíàìèêè, (ñì. âûøå, ðåøåíèå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà) êàê è
óíèòàðíàÿ äèíàìèêà - áåç èçìåðåíèÿ. Èçìåðÿÿ, íàïðèìåð, êîîðäèíàòó, ìû íåèçáåæ-
íî ïðèäàäèì ÷àñòèöå òàêîé èìïóëüñ, ÷òî îíà óëåòèò çà ïðåäåëû íàøåé ëàáîðàòîðèè,
òàê ÷òî ïîâòîðíî èçìåðèòü êîîðäèíàòó íàì ïðèäåòñÿ óæå ó äðóãîé ÷àñòèöû.

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè èìååò âèä

i~ρ̇ = [H, ρ] = Hρ− ρH; (98)

îíî ýêâèâàëåíòíî îáû÷íîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà è ëåãêî âûâîäèòñÿ èç íåãî. Òà-
êèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (98) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèòàðíóþ äèíàìèêó â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, òî åñòü äèíàìèêó â îòñóòñòâèè äåêîãåðåíòíî-
ñòè, êîãäà ìû ïðåäïîëàãàåì îòñóòñòâèå èçìåðÿþùåãî ñèñòåìó âëèÿíèÿ îêðóæåíèÿ.

8.8 Îòêðûòàÿ êâàíòîâàÿ ñèñòåìà. Êâàíòîâîå îñíîâíîå óðàâíå-

íèå

×òî ïðîèñõîäèò ïðè êîíòàêòå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñî ñðåäîé, íå èìåþùåé
äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòè, íî ñïîñîáíîé âûçûâàòü èçìåðåíèÿ êàêîé-òî ÷àñòè ñèñòåìû?
Ýòîò âîïðîñ èìååò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð, åñëè àòîì èñïóñêàåò
ôîòîí, è ýòîò ôîòîí óëåòàåò ïðî÷ü, íàõîäÿñü â çàïóòàííîì ñîñòîÿíèè ñ àòîìîì,
èçìåðåíèå ýòîãî ôîòîíà àâòîìàòè÷åñêè ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ
àòîìà, òî åñòü âûçîâåò äåêîãåðåíòíîñòü, ïðè êîòîðîé àòîì íàäî îïèñûâàòü ìàòðèöåé
ïëîòíîñòè.

Ìû âîîáùå ìîæåì íå çíàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ âûëåòåâøèì ôîòîíîì; ìîæåò áûòü,
åãî íèêòî è íå íàáëþäàåò, à îí îòðàçèòñÿ îò äàëåêîãî çåðêàëà è ïðèëåòèò ê íàì âíîâü
- âñå ðàâíî åñëè åãî íåò ðÿäîì, ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü ñîñòîÿíèå èìåþùåãîñÿ ó
íàñ àòîìà êàê ñìåøàííîå. Ïðèëåòèò âíîâü èñïóùåííûé êîãäà-òî è íèêåì íå èçìåðåí-
íûé ôîòîí - õîðîøî, ñèñòåìà �àòîì-ôîòîí� îïÿòü áóäåò â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè, à åñëè
ïðèëåòèò äðóãîé ôîòîí âìåñòî íàøåãî, ïîïàâøåãî â ÷åé-òî äåòåêòîð, âîò òîãäà ó íàñ
áóäåò ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîìïîçèòíîé ñèñòåìû. Òî åñòü ìû
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ìîæåì îïðåäåëèòü, ïîäâåðãàëñÿ ëè ôîòîí èçìåðåíèþ òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ê íàì
ïðèëåòèò âíîâü. Åñëè ìû óñòðîèì ýêñïåðèìåíò òàê, ÷òî íà êàæäîì åãî ïîâòîðåíèè
ê íàì áóäåò ïðèëåòàòü ôîòîí, ìû ìîæåì, èçìåíÿÿ áàçèñ, îïðåäåëèòü ìåòîäîì òîìî-
ãðàôèè, áûëî ëè èçìåðåíèå, òî åñòü òîò ëè ýòî ôîòîí, êîòîðûé êîãäà-òî âûëåòåë èç
íàøåãî àòîìà, èëè äðóãîé: ïðè äåòåêòèðîâàíèè ôîòîí èñ÷åçàåò.

Îäíàêî ýòîò ìåòîä - ñòàòèñòè÷åñêèé. Ñ åãî ïîìîùüþ ìû ìîæåì òîëüêî ïðîâåðèòü,
åñòü ëè ñèñòåìàòè÷åñêîå èçìåðåíèå âûëåòàþùèõ ôîòîíîâ â îäíîòèïíûõ ýêñïåðèìåí-
òàõ, èëè èçìåðåíèé íåò, è âñå ôîòîíû îòðàæàþòñÿ îò çåðêàëà, ïðèëåòàÿ ê íàì îá-
ðàòíî. Äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ íåëüçÿ ñäåëàòü òàêîå çàêëþ÷åíèå: âûâîäû êâàíòîâîé
òåîðèè âñåãäà òîëüêî ñòàòèñòè÷åñêèå.

Èçìåíåíèå âî âðåìåíè ìàòðèöû ïëîòíîñòè ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñî ñòàöè-
îíàðíûì îêðóæåíèåì, íå èìåþùèì äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòè, îïèñûâàåòñÿ îáîáùåíè-
åì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êâàíòîâûì
îñíîâíûì óðàâíåíèåì Êîññàêîâñêîãî - Ëèíäáëàäà - Ãëàóáåðà - Ñóäàðøàíà:

i~ρ̇ = [H, ρ] + iL(ρ), L(ρ) =
N2−1∑
j=1

γj(AjρA
+
j −

1

2
{A+

j Aj, ρ}) (99)

ãäå îïåðàòîðû Aj íàçûâàþòñÿ ôàêòîðàìè äåêîãåðåíòíîñòè, è äîëæíû, âìåñòå ñ èäåí-
òè÷íûì îïåðàòîðîì, îáðàçîâûâàòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â N2- ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå Ëèóâèëëÿ îïåðàòîðîâ ðàçìåðà N ×N , â êîòîðîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 〈A|B〉 = tr(A+B). Çäåñü ÷åðåç êðåñòèê ìû, ñëåäóÿ òðà-
äèöèè, îáîçíà÷àåì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, à íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà γj ÿâëÿþòñÿ
èíòåíñèâíîñòÿìè äåéñòâèÿ ôàêòîðà äåêîãåðåíòíîñòè Aj.

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà êâàíòîâûé ñëó÷àé îñíîâíîãî ìàðêîâñêîãî
óðàâíåíèÿ Ṗ = AP äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P ; åñëè â ñëó÷àéíûõ ïðîöåññàõ
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäàííàÿ äèíàìèêà âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, òî åñòü äèíàìè-
êà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû ïëîòíîñòè, òî â êâàíòîâîé ôèçèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ
âñÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè, ïðè÷åì èññëåäóþòñÿ ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû èìåííî òàêîé äè-
íàìèêè.

×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (99) ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïî ìåòîäó Ýéëåðà. Äåëî
â òîì, ÷òî îñíîâíîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè [H, ρ] ñîîòâåòñòâóåò óíèòàðíîé äèíà-
ìèêå; ýòà äèíàìèêà íå óâåëè÷èâàåò âåëè÷èíó îøèáêè, ïîýòîìó çäåñü íå âîçíèêàþò
ïàòàëîãè÷åñêèå ñëó÷àè åå áûñòðîãî ðîñòà è, êàê ïðàâèëî, íåò íåîáõîäèìîñòè â ïðèìå-
íåíèè áîëåå òî÷íûõ ìåòîäîâ òèïà Ðóíãå-Êóòòû. Ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè tj, íà÷èíàåòñÿ
ñ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ(tj) è ñîñòîèò èç äâóõ äåéñòâèé:

1. Âû÷èñëÿåòñÿ óíèòàðíàÿ äèíàìèêà ìàòðèöû ïëîòíîñòè

ρ̃(tj+1) = ρ(tj) +
1

i~
[H, ρ(tj)]dt.

2. Âû÷èñëÿåòñÿ äåéñòâèå ñóïåðîïåðàòîðà Ëèíäáëàäà L íà ïðîìåæóòî÷íóþ ìàò-
ðèöó ïëîòíîñòè ρ̃(tj+1):
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ρ(tj+1) = ρ̃(tj+1) +
1

~
L(ρ̃(tj+1))dt.

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρ(t) â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé, ýðìèòîâîé, è èìåòü åäèíè÷íûé ñëåä. Ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ, ïðè íà-
ëè÷èè ñëó÷àéíûõ îøèáîê, ìîæíî ëåãêî îáåñïå÷èòü ïåðåõîäîì îò ñëåãêà èñïîð÷åí-
íîé ìàòðèöû ρ(t) ê èñïðàâëåííîé ìàòðèöå (ρ(t) + ρ+(t))/tr(ρ(t)). Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ïðè ñëó÷àéíûõ îøèáêàõ ìîæíî âû÷èñëÿòü îäèí ðàç,
íàïðèìåð, çà 20 øàãîâ, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à çàòåì, ïðè ïîÿâëåíèè ìàëîãî îòðè-
öàòåëüíîãî çíà÷åíèÿ, êîððåêòèðîâàòü ýòè çíà÷åíèÿ, ïåðåðàñïðåäåëÿÿ îøèáêó íà âñå
äðóãèå ñîáñòâåííûå âåêòîðà.

9 Ëåêöèÿ 9. Ñëîæíîñòü êâàíòîâîé ñèñòåìû è òî÷-

íîñòü åå îïèñàíèÿ

Ñëîæíîñòü êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ìíîãèõ òåë èìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ
òî÷íîñòü åå îïèñàíèÿ â òåðìèíàõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé ñâÿçàíû òàêèì æå ñîîòíîøå-
íèåì íåîïðåäåëåííîñòåé, êàê êîîðäèíàòà è èìïóëüñ. Êîýôôèöèåíò â ýòîì ñîîòíî-
øåíèè åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êóáèòîâ, äèíàìèêà êîòîðûõ ìîæåò áûòü àäåêâàòíî
ïðåäñêàçàíà êâàíòîâîé òåîðèåé, è ýòîò êîýôôèöèåíò ìîæåò áûòü, òàêèì îáðàçîì,
íàéäåí ýêñïåðèìåíòàëüíî, â õîäå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà GSA. Òàêîå îãðàíè÷åíèå êî-
ïåíãàãåíñêîãî ôîðìàëèçìà íåîáõîäèìî èìåííî äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì; îíî äàåò åäèíîå
îïèñàíèå òîãî, âî ÷òî â ñëó÷àå ñëîæíîé ñèñòåìû ïðåâðàùàåòñÿ óíèòàðíàÿ äèíàìèêà,
äåêîãåðåíòíîñòü è èçìåðåíèÿ. Ýòî îãðàíè÷åíèå ôîðìàëèçìà ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå
ìèíèìàëüíîãî íåíóëåâîãî ðàçìåðà àìïëèòóäû êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå îòêàç
îò ðàâíîïðàâèÿ áàçèñîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Êâàíòîâàíèå àìïëè-
òóäû äàåò âîçìîæíîñòü ââåñòè â êâàíòîâóþ äèíàìèêó íåêóþ ôîðìó äåòåðìèíèçìà,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âàæíà äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ íåâîçìîæåí íàáîð ñòà-
òèñòèêè è ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ êâàíòîâîãî ïðåäñêàçàíèÿ, îñíîâàííûõ
íà ðàñ÷åòå âåðîÿòíîñòåé.

10 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Íàøå ïîíèìàíèå êâàíòîâîé òåîðèè ñóùåñòâåííî ýâîëþöèîíèðîâàëî ñî âðåìåíè
åå âîçíèêíîâåíèÿ. Åñëè äî 80-90 ãîäîâ 20 âåêà èññëåäîâàëèñü, êàê ïðàâèëî, ïðîñòûå,
ñ êëàññè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ñèñòåìû: îòäåëüíûå àòîìû, ìîëåêóëû èëè àíñàìáëè
èäåíòè÷íûõ ÷àñòèö, êîòîðûå ìîæíî áûëî ñâåñòè ê îòäåëüíûì íåçàâèñèìûì îáú-
åêòàì, òî â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ôîêóñ èññëåäîâàíèé ñìåñòèëñÿ â ñòîðîíó áîëåå
ñëîæíûõ ñèñòåì è ïðîöåññîâ. Â ÷àñòíîñòè, âàæíîñòü ìèêðîáèîëîãèè è âèðóñîëîãèè
ñòèìóëèðîâàëà èíòåðåñ ôèçèêîâ ê èçó÷åíèþ îáúåêòîâ, îòíîñÿùèõñÿ êê æèâûì îð-
ãàíèçìàì, â ÷àñòíîñòè, ìîëåêóëå ÄÍÊ, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü îòíåñåíà ê ïðîñòûì
ñèñòåìàì.

Ìåæäó òåì êâàíòîâàÿ òåîðèÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå íàøåãî ïîíèìàíèÿ ìèêðîìèðà,
è, ñëåäîâàòåëüíî, â îñíîâå ïîíèìàíèÿ ñëîæíûõ ïðîöåññîâ, èìååò î÷åíü æåñòêèé è
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òî÷íî îïðåäåëåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, îñíîâàííûé íà ìàòðè÷íîé òåõíèêå.
Ïðåäñêàçàíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè âñåãäà ñîâïàäàëè ñ ýêñïåðèìåíòîì äëÿ ïðîñòûõ ñè-
ñòåì, òðàäèöèîííîãî îáúåêòà ôèçèêè 20 âåêà, íî ïðèìåíåíèå åå ê ñëîæíûì ñèñòåìàì
âñòðå÷àåò ôóíäàìåíòàëüíûå òðóäíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ñàì ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ òåî-
ðåòè÷åñêèõ ïðåäñêàçàíèé çäåñü òðåáóåò íåâîîáðàçèìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ,
êîòîðûìè ìû íèêîãäà íå áóäåì îáëàäàòü.

Åñëè äëÿ ïðîñòûõ ñèñòåì ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ áûë ÷èñòî
òåõíè÷åñêèì è íå èìåë îòíîøåíèÿ ê ñàìîìó ïðîöåññó, òî äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ñè-
òóàöèÿ èíàÿ. Çäåñü âû÷èñëåíèå â øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà åñòü âàæíåéøèé ïðîöåññ
îïðåäåëåíèÿ ñàìîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, è ïîòîìó äîëæåí ðàññìàòðèâàòü êàê ïðî-
öåññ ôèçè÷åñêèé; à óñòðîéñòâî, êîòîðîå âûïîëíÿåò ýòîò ïðîöåññ åñòü íåîòúåìëåìàÿ
÷àñòü ýêñïåðèìåíòà ñî ñëîæíîé ñèñòåìîé íà êâàíòîâîì óðîâíå.

Ýòî âû÷èñëÿþùåå óñòðîéñòâî åñòü àáñòðàêòíûé êîìïüþòåð, èìèòèðóþùèé ýâî-
ëþöèþ ðåàëüíîé ñèñòåìû, êîòîðóþ ìû èçó÷àåì. Âñå îãðàíè÷åíèÿ, èìåþùèåñÿ äëÿ
òàêîãî êîìïüþòåðà, ïðîèñõîäÿùèå èç òåîðèè àëãîðèòìîâ, èìåþò ñòàòóñ ôèçè÷åñêèõ
çàêîíîâ; ïðè÷åì ýòè çàêîíû èìåþò ïðèîðèòåò ïåðåä ïðî÷èìè ôèçè÷åñêèìè çàêîíàìè
â îáû÷íîì ñìûñëå òîãäà, êîãäà ðå÷ü èäåò î ñëîíûõ ñèñòåìàõ.

Ýòà ñèòóàöèÿ íå âñòðå÷àëàñü â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå, ãäå ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ òåî-
ðåòè÷åñêèõ ïðåäñêàçàíèé áûë íå î÷åíü ñëîæíûì. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ñëîæíîñòü ýòîãî
ïðåäñêàçàíèÿ âñåãäà íàõîäèëàñü â ðàìêàõ âîçìîæíîñòåé êëàññè÷åñêèõ ñóïåêîìïüþ-
òåðîâ, ïàìÿòü êîòîðûõ áûëà äîñòàòî÷íîé äëÿ ðàçìåùåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ðåàëüíîé
ñèñòåìû â óäîâëåòâîðèòåëüíîì ïðèáëèæåíèè. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñëîæíîñòü ðàñ-
òåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì ÷àñòèö â ðåàëüíîé ñèñòåìå, è ïîòîìó êëàññè÷åñêèé
ïóòü âû÷èñëåíèé ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì, åñëè ñëåäîâàòü áóêâå ñàìîé êâàíòîâîé
òåîðèè. Ýòî áûëî ôîðìàëüíî äîêàçàíî ñ îòêðûòèåì òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíûõ (ñ òî÷-
êè çðåíèÿ êîïåíãàãåíñêîé òåîðèè) ïðîöåññîâ, êîòîðûå íåâîçìîæíî ìîäåëèðîâàòü íà
êëàññè÷åñêèõ êîìïüþòåðàõ - áûñòðûõ êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ ([18], [12]).

Ïîïûòêà ïðåîäîëåíèÿ áàðüåðà ñëîæíîñòè ñ ïîìîùüþ êâàíòîîâãî êîìïüþòåðà,
ïðåäëîæåííàÿ Ð.Ôåéíìàíîì â 1982 ãîäó ([37]), äàëà íàì áîëåå ãëóáîêîå ïîíèìàíèèå
ìèêðîêîñìà è ðÿä èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé, íàïðèìåð, êâàíòîâóþ êðèïòîãðàôèþ è
ïðåöèçèîííûå ïðèáîðû. Îäíàêî ýòà ïîïûòêà íå ðåøèëà ãëàâíóþ ïðîáëåìó: ìàñøòà-
áèðîâàíèå ïîëíîôóíêöèîíàëüíîãî êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà äî ñèõ ïîð î÷åíü ñïîðíî
ââèäó äåêîãåðåíòíîñòè. Äåêîãåðåíòíîñòü âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå îñîáîãî êîíòàêòà
èññëåäóåìîé ñèñòåìû ñ åå îêðóæåíèåì, ÷òî îáû÷íî òðàêòóåòñÿ â ðàìêàõ êîíöåïöèè
îòêðûòîé êâàíòîâîé ñèñòåìû, êîíòàêòèðóþùåé ñ ìàðêîâñêèì îêðóæåíèåì (see [38]),
òàê ÷òî âëèÿíèå ñðåäû ñâîäèòñÿ ê íåêîíòðîëèðóåìûì èçìåðåíèÿì äàííîé ñèñòåìû
ñî ñòîðîíû îêðóæåíèÿ.

Äåêîãåðåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíûì ôàêòîðîì, êîòî-
ðûé åíëüçÿ óñòðàíèòü ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðèåìîâ òèïà êîððåêöèè îøèáîê
(êîäû êâàíòîâîé êîððåêöèè íà÷èíàþò ðàáîòàòü òîëüêî äëÿ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà
ñ íåñêîëüêèìè ñîòíÿìè êóáèòîâ). Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì íà êâàíîâîì
óðîâíå äåêîãåðåíòíîñòü äîëæíà áûòü âêëþ÷åíà â ñàì êâàíòîâûé ôîðìàëèçì, à íå
ïðèâíîñèòüñÿ â ìîäåëü êàê ïîñòîðîííåå âëèÿíèå. Îòêëîíåíèå ýâîëþöèè ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìû îò ëèíåéíîãî óíèòàðíîãî çàêîíà, âûòåêàþùåå èç äåêîãåðåíòíîñòè,
äîëæíî áûòü ìàòåìàòè÷åñêè âûâåäåíî èç ñàìîé ýâîëþöèè â åå íîâîé ôîðìå. Èòàê,
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íîâûé ôîðìàëèçì äîëæåí íàëàãàòü îãðàíè÷åíèå íà ìàòðè÷íóþ ìåõàíèêó êàê òàêî-
âóþ.

×åì áîëåå òî÷íî ìû õîòèì çíàòü àìïëèòóäû êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, òåì ïðîùå
ýòî ñîñòîÿíèå äîëæíî áûòü. Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ñëîæíà, ìû íå ìîæåì
óçíàòü àìïëèòóäû åå ñîñòîÿíèÿ î÷åíü òî÷íî; ýòè àïëèòóäû ïðîñòî íå îïðåäåëåíû ñ
âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Ëþáîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå |Ψ〉 íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì âñåãî ëèøü îäíîé ñèñòå-
ìû êóáèòîâ. Êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå åñòü õàðàêòåðèñòèêà îãðîìíîãî ÷èñëà îäèíàêîâî
ïðèãîòîâëåííûõ ñèñòåì. Ñîñòîÿíèå |Ψ〉 ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ àòðèáóòîì íåêîãî àá-
ñòðàêòíîãî àïïàðàòà, êîòîðûé ãîòîâèò àíñàìáëè èìåííî â ýòîì ñîñòîÿíèè. Íàïðèìåð,
ãîâîðèòü î ñîñòîÿíèè |s〉 ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà ìîæíî òîëüêî ëèøü áëàãîäàðÿ
òîìó, ÷òî ó íàñ â íàëè÷èè èìååòñÿ îãðîìíîå ÷èñëî òàêèõ àòîìîâ. Åñëè áû àòîì áûë
åäèíñòâåííûì, íè î êàêîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè åãî íå ìîãëî áû èäòè è ðå÷è.

Èòàê, òî÷íîñòü êâàíîâîãî ñîñòîÿíèÿ åñòü òî÷íîñòü îïåðäåëåíèÿ åãî àìïëèòóä ïî-
ñðåäñòâîì èçìåðåíèé. ×åì áîëüøå êîïèé òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ìû èìååì, òåì áîëåå òî÷íî
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû åãî àìïëèòóäû ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èëè ïàðàëëåëü-
íîãî èçìåðåíèÿ ýòèõ êîïèé.

Ïóñòü íàì äàíà ñèñòåìà n êóáèòîâ, îòíîñèòåëüí êîòîðîé ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îíà íà-
õîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |Ψ〉. Ìû íàçîâåì òî÷íîñòüþ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîå ÷èñëî îäèíàêîâî ïðèãîòîâëåííûõ îáðàçöîâ äàííîé ñèñòåìû. Òî÷íîñòü åñòü,
òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî A êîïèé äàííîé ñèñòåìû, êîòîðûå äî-
ñòóïíû íàì îäíîâðåìåííî òàê, ÷òîáû ìû ìîãëè èõ íåçàâèñèìî èçìåðÿòü, è, íàáèðàÿ
ñòàòèñòèêó, îïðåäåëèòü àìïëèòóäû ýòîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ìû îðãàíèçóåì òàêèå îáðàçöû n êóáèòíîãî àíñàìáëÿ Sj, èìåþùèå (ïðåäïîëîæè-
òåëüíî!) îäèíàêîâûå ñîñòîÿíèÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nA êóáèòîâ âèäà

S1, S2, ..., SA, Sj = (sj1, s
j
2, ..., s

j
n),

ïîëó÷àÿ, òàêèì îáðàçîì, ïàìÿòü íåêîãî àáñòðàêòíîãî Ãëàâíîãî Êîìïüþòåðà (ÃÊ),
ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü, â êàêîì èìåííî ñîñòîÿíèè íàõîäÿò-
ñÿ íàøè îáðàçöû. Ïàìÿòü ÃÊ íå ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííîé, òàê ÷òî ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà Q, òàêàÿ ÷òî

An ≤ Q. (100)

Îäíàêî ÷èñëî n êóáèòîâ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ìåðîé ñëîæíîñòè ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉,
äàæå åñëè âñå ýòè êóáèòû â íåì çàïóòàíû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàñòîÿùåé ñëîæíîñòè ìû
äîëæíû ïðèíÿòü âî âíèìàíèå òàê íàçûâàåìîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå
ìîæåò ðàäèêàëüíî ñíèçèòü ÷èñëî n áåç èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉.

Äëÿ âåðíîãî îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîñòè C ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå:

AC ≤ Q. (101)

Ìû ïðèâåäåì àðãóìåíòû â ïîëüçó òàêîãî ñîîòíîøåíèÿ òî÷íîñòè è ñëîæíîñòè
â îáùåì ñëó÷àå, à òàêæå ïîêàæåì, ÷òî êâàíòîâàíèå àìïëèòóä ïîçâîëÿåò ââåñòè â
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êâàíòîâóþ äèíàìèêó ïîäîáèå äåòåðìèíèçìà, êîòîðûé íå ñâîäèòñÿ ê äåòåðìèíèçìó
êëàññè÷åñêîé ôèçèêè.

11 Ãëàâíûé Êîìïüþòåð

Ïîâåäåíèå ñëîæíîé ñèñòåìû íåëüçÿ ñâåñòè ê ïîâåäåíèþ íåçàâèñèìûõ ÷àñòèö. Ïî-
âåäåíèå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïîíÿòü, òîëüêî îïèðàÿñü êàê íà êâàíòâîûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ, òàê è íà èäåîëîãèþ âû÷èñëåíèé, ïîñêîëüêó çäåñü òðàäèöèîííàÿ òåõíèêà
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà íå ðàáîòàåò. Ìû äîëæíû ââåñòè ïîíÿòèå Ãëàâíîãî Êîìïüþ-
òåðà, êîòîðûé àäåêâàòíî ïðåäñòàâëÿåò ðåàëüíûé ïðîöåññ äëÿ íàñ, êàê àáñòðàêòíîãî
óñòðîéñòâà, çàêîíû êîòîðîãî äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì èìåþò ïðèîðèòåò ïåðåä îáû÷íûìè
ôèçè÷åñêèìè çàêîíàìè; ñôåðà æå äåéñòâèÿ ïîñëåäíèõ îãðàíè÷åíà ïðîñòûìè ñèñòå-
ìàìè è ïðîöåññàìè.

Ôèçè÷åñêèå ïðîòîòèïû ÃÊ èìåþò ëèøü îãðàíè÷åííóþ ìîùíîñòü, îäíàêî îíè ñïî-
ñîáíû àäåêâàòíî ïðåäñòàâèòü ïðîöåññû, òðàäèöèîííî îòíîñèìûå ê õèìèè, òàê å êàê
è ê òåì ðàçäåëàì ôèçèêè, äëÿ êîòîðûõ óñïåøíî ïðèìåíûþòñÿ êâàíòâîûå ìåòîäû:
ïðåæäå âñåãî ýòî ýëåêòðîäèíàìèêà. ßäåðíûå ïðîöåññû ïîêà íå îòíîñÿòñÿ ê ýòîìó òè-
ïó, èõ ñëîæíîñòü ðàäèêàëüíî ïðåâûøàåò ñëîæíîñòü ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
(ñì. [40]).

Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî îãðàíè÷åíèÿ âîçìîæíîñòåé ÃÊ ìû èìååì áàëàíñ ìåæäó
òî÷íîñòüþ è ñëîæíîñòüþ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ îòäåëüíî â êàæäîì êîíêðåòíîì
ñëó÷àå.

Äëÿ îäíîãî êóáèòà ìû ìîæåì íàéòè àìïëèòóäû åãî ñîñòîÿíèÿ ñ ìàñêèìàëüíîé
òî÷íîñòüþ. Äëÿ ïðîñòûõ ñèñòåì, êîòîðûå áûëè â ôîêóñå ôèçèêè 20 âåêà, âîçìîæíàÿ
òî÷íîñòü, êàê ïðàâèëî, ñîâïàäàëà ñ òî÷íîñòüþ ýêñïåðèìåíòîâ è ìû ìîãëè îïðåäåëèòü
àìïëèòóäû äîâîëüíî òî÷íî. Íî äëÿ åùå áîëåå ñëîæíûõ îáúåêòîâ, òàêèõ êàê ïðîòîòè-
ïû êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà, ìû âñåãäà ñòàëêèâàåìñÿ ñ áàðüåðîì, êîòîðûé íàçûâàþò
äåêîãåðåíòíîñòüþ.

Äëÿ ýêñòðåìàëüíî ñëîæíûõ ñèñòåì A = 1 è ìû èìååì åäèíñòâåííûé ýêçåìïëÿð
òàêîé ñèñòåìû, òàê ÷òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü òîëüêî îäíî áàçèñíîå ñîñòîÿíèå. Ðèñóíîê
56 ïðåäñòàâëÿåò âñå ýòè ñëó÷àè.

12 Ñëîæíîñòü ãàìèëüòîíèàíîâ

Äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîñòè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ n ÷àñòèö ìû äîëæ-
íû ðàññìîòðåòü êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå - ãëàâíûé ìåòîä ðåäóêöèè ñëîæíîñòè,
ïðèíÿòûé â ôèçèêå.

Ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü êëàññè÷åñêóþ êîîðäèíàòó ÷àñòèöû íà åäèíè÷íîì îòðåç-

êå êàê âåùåñòâåííîå ÷èñëî â åãî áèíàðíîé çàïèñè 2−l
l−1∑
j=0

aj2
j ñ òî÷íîñòüþ 2−l, ãäå

aj = 0.1 - çíà÷åíèÿ l êóáèòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ýòó êîîðäèíàòó3 Óïîðÿäî÷èâàÿ êó-

3Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîîðääèíàòû íà äðóãîì îòðåçêå íàäî ñîâåðøèòü íóæíîå ëèíåéíîå ïðåîáðà-
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Ðèñ. 56: Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Êðèâûå îáîçíà÷àþò ãèïîòåòè÷åñêóþ âîë-
íîâóþ ôóíêöèþ |Ψ〉, ïðåäñêàçàííóþ êîïåíãàãåíñêîé òåîðèåé. Ïðÿìîóãîëüíèêè îáî-
çíà÷àþò èíôîðìàöèþ î íåé, êîòîðóþ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ Ãëàâíûé Êîì-
ïüþòåð. Ñëåâà âíèçó ïîêàçàí ñëó÷àé, êîãäà îñíîâíàÿ ÷àñòü âû÷èñëèòåëüíîãî ðåñóðñà
çàíÿòà òî÷íîñòüþ: |Ψ〉 = λ0|0〉 + λ1〉; åñëè ìû îãðàíè÷èì ÷èñëî áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé
äî 2, êàê äëÿ ÷àñòèöû â äâóõúÿìíîì ïîòåíöèàëå, ìû ïîëó÷èì óäîâëåòâîðèòåëüíîå
ñõîäñòâî ñ ýêñïåðèìåíòîì. Ââåðõó èçîáðàæåí ñëó÷àé, êîãäà âû÷èñëèòåëüíûé ðåñóðñ
ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåðíî ìåæäó òî÷íîñòüþ è ñëîæíîñòüþ; ýòî îáëàñòü ìàêñèìàëü-
íîãî ñîâïàäåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì - òèïè÷íàÿ îáëàñòü ïðèëîæåíèé êâàíòîâîé ìåõà-

íèêè. Âíèçó ñïðàâà îñíîâíîé ðåñóðñ çàíÿò ñëîæíîñòüþ: |Ψ〉 =
N−1∑
j=0

ε|j〉, ε ∈ {0, ε}.

Íàøå çíàíèå çäåñü îãðàíè÷åíî òîëüêî îäíèì áàçèñíûì ñîñòîÿíèåì, êîòîðîå ïîëó÷à-
åòñÿ â îäíîì åäèíñòâåííîì èçìåðåíèè. Ýòà îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ òðàåêòîðèè êâàíòà
àìïëèòóäû (ñì. íèæå).
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áèòû ëåêñèêîãðàôè÷åñêè, ìû ïîëó÷èì ñòàíäàðòíûé ïîðÿäîê áàçèñíûõ âåêòîðîâ, â
êîòîðîì âñÿêèé îïåðàòîð áóäåò èìåòü îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó.

Ïóñòü êëàññè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû i åñòü âåùåñòâåííûé âåêòîð xi. Òîãäà êëàñ-
ñè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû n ÷àñòèö áóäåò âåêòîðîì âèäà x̄ = (x1, x2, ..., xn). Âñå ýòè
îáúåêòû ïîäëåæàò äèñêðåòèçàöèè òàê, êàê áûëî óêàçàíî ðàíåå. Ïóñòü x̄′ è x̄” - äâà
âåêòîðà ñ íåïóñòûìè ìíîæåñòâàìè êîîðäèíàò, òàêèå ÷òî èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
ñîâïàäàåò ñ x̄. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàçáèëè ìíîæåñòâî ÷àñòèö íà äâà íåïóñòûõ
ïîäìíîæåñòâà X ′ è X”, òàê ÷òî äàííûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ íàáîðàìè êîîðäèíàò äëÿ
ýòèõ ïîäìíîæåñòâ. Ïóñòü H(x̄) - ãàìèëüòîíèàí íàøåé ñèñòåìû, èìåþùèé âèä

H(x̄) = H1(x̄′) +H2(x̄′′); (102)

ãäå ìû, êàê îáû÷íî, ïðèíèìàåì ïî óìîë÷àíèþ, ÷òîH(x̄′) åñòüH(x̄′)⊗I(x̄”), òî åñòü íà
÷àñòèöàõ, íå âêëþ÷åííûõ â ïåðâîå ïîäìíîæåñòâî ýòîò ÷ëåí ãàìèëüòîíèàíà äåéñòâóåò
êàê èäåíòè÷íûé îïåðàòîð, è òàêæå ñî âòîðûì ÷ëåíîì. Â ýòîì ñëó÷àå ìû íàçîâåì
ãàìèëüòîíèàí H ðåäóöèðóåìûì. Ïóñòü X ′ -ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî êîìïîíåíò
âåêòîðà x̄ (ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ) òàêîå ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (102), è ãàìèëüòîíèàí
H1(x̄′) íå ðåäóöèðóåìûé. Òîãäà X ′ ìû íàçîâåì ÿäðîì äàííîãî ãàìèëüòîíèàíà.

Ïðèìåì ïî óìîë÷àíèþ, ÷òî ëþáàÿ ýâîëþöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ áàçèñíîãî ñîñòîÿíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Òàê êàê (102) âëå÷åò ðàâåíñòâî exp(− i

~H) = exp(− i
~)H1⊗

exp(− i
~)H2, ìû âèäèì, ÷òî ÿäðî ãàìèëüòîíèàíà - ýòî ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî

÷àñòèö, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ â ýâîëþöèè, èíäóöèðóåìîé äàííûì ãàìèëüòîíèàíîì H
ìîæåò áûòü çàïóòàííûì; ìû îáîçíà÷àåì ÷èñëî ÷àñòèö â íåì ÷åðåç ν(H), è íàçîâåì
åãî íàèâíîé ñëîíîñòüþ äàííîãî ãàìèëüòîíèàíà.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ÷àñòèö âèäà

qi = qi(x1, x2, ..., xn), i = 1, 2, ..., n; (103)

îáîçíà÷èì q̄ = (q1, q2, ..., qn) è ïóñòü Hq = H(x1(q̄), x2(q̄), ..., xn(q̄)) - ïåðâîíà÷àëüíûé
ãàìèëüòîíèàí, íî çàïèñàííûé â íîâûõ êîîðäèíàòàõ qi, x̄ = x̄(q̄) êîòîðûå ïîëó÷àþò-
ñÿ èíâåðòèðîâàíèåì (103). Ìû ââåäåì íîâûå âèðòóàëüíûå ÷àñòèöû ñ êîîðäèíàòàìè
q1, q2, ..., qn,è íàçîâåì èõ êâàçè÷àñòèöàìè.

Êëàññè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ïåðâîíà÷àëüíîì ïðåäñòàâëåíèè åñòü íàáîð
îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé x1, x2, ..., xn. Êàæäîå êëàññè÷åñêîå ñîñòîÿíèå áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü äðóãîìó êëàññè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ òîé æå ñèñòåìû, êîòîðîå íàõîäèòñÿ ñ
ïîìîùüþ ôîðìóë (103). Áàçèñíûé âåêòîð ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ïåðåõîäèò, òåì
ñàìûì, â äðóãîé áàçèñíûé âåêòîð òîãî æå ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñòàíäàðòíîå óïîðÿ-
äî÷åíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå êóáèòîâîìó ïðåäñòàâëåíèþ êîîðäèíàò,
ïåðåõîäèò â äðóãîå óïîðÿäî÷åíèå, òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êëàññè÷åñêèõ êîîðäèíàò
(103) åñòü ïåðåñòàíîâêà áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàíòîâûõ
ñîñòîÿíèé.

Ïðè ýòîì ïðåîðàçîâàíèè êóáèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå çíà÷åíèé êîîðäèíàò áóäåò èìåòü

çîâàíèå. Íàïðèìåð, åñëè ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ íà îòðåçêå [−2l/2, 2l/2] ïðèáëèæåííîå êóáèòîâîå ïðåä-

ñòàâëåíèå áóäåò èìåòü âèä: 2−l/2
l−1∑
j=0

aj2
j − 2l/2−1.
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óæå äðóãîé, íîâûé ñìûñë. Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ, êîîðäèíàòàõ êâàçè÷àñòèö, ãàìèëü-
òîíèàí ïðèìåò íîâûé âèä Hq. Ìû íàçîâåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò (103) êàíîíè-
÷åñêèì, åñëè ν(Hq) ìèíèìàëüíîå èç âñåõ âîçìîæíûõ äëÿ âñåõ òàêèõ ïåðîáðàçîâàíèé.
Òîãäà ïåðåõîä ê êâàçè÷àñòèöàì áóäåò îçíà÷àòü ðåäóêöèþ ñëîæíîñòè ïåðâîíà÷àëüíî-
ãî ãàìèëüòîíèàíà. Èòàê, êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü ïåðåñòàíîâêà áàçèñíûõ
âåêòîðîâ, ìèíèìèçèðóþùàÿ íàèâíóþ ñëîæíîñòü ãàìèëüòîíèàíà.

Ïåðåõîä ê îïèñàíèþ ýâîëþöèè â âèäå êâàçè÷àñòèö èìååò âèä H = τ−1Hqτ ãäå
ïåðåñòàíîâêà áàçèñíûõ âåêòîðîâ åτ åñòü ïåðåõîä ê êâàçè÷àñòèöàì ïðè êàíîíè÷åñêîì
ïðåîáðàçîâàíèè. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà ýâîëþöèè èìååò âèä exp(− i

~Ht) =
τ−1exp(− i

~Hqt)τ è òðåáóåò ìåíüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, ÷åì ïðÿìîå âû÷èñëå-
íèå exp(− i

~Ht), òàê êàê ãëàâíûé ðåñóðñ òðàòèòñÿ íà ÿäðî, êîòîðîå äëÿ êâàçè÷àñòè÷-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èìååò íàèìåíüøèé ðàçìåð.

12.1 Ïðèìåð: ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ãàðìîíèè÷åñêèõ îñ-

öèëëÿòîîâ

Ìû ðàññìîòðèì ïîíÿòèå êâàçè÷àñòèöû íà ìîäåëüíîé çàäà÷å î ñèñòåìå âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ýòà çàäà÷à âûáðàíà ââèäó åå îñîáîé âàæ-
íîñòè äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Äëÿ îäíîãî îñöèëëÿòîðà ãàìèëüñòîíèàí èìååò
âèä H = p2

2m
+mω2q2/2; åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

Ψn(x) =
1√
2nn!

(mω
πh

)1/4

exp(−mωx2/2h)Hn(x
√
mω/h) (104)

ãäå ïîëèíîìû Ýðìèòà Hn = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2
, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ ýíåðãèè En = hω(n+ 1/2).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó N ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã
ñ äðóãîì ïî çàêîíó Ãóêà. Òàêîé ñèñòåìîé ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, öåïî÷êà ïîëîæè-
òåëüíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ èîíîâ â ëîâóøêå Ïàóëÿ. Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó
íèìè, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, äàåò êâàä-
ðàòè÷íûå ïîòåíöèàëû, òî åñòü ïðèáëèæåííî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëà ìåæäó èîíàìè
ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ãóêà.

Ïóñòü un îáîçíà÷àåò îòêëîíåíèå îñöèëëÿòîðà n îò åãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Ãàìèëüòîíèàí òàêîé ñèñòåìû èìååò âèä

H =
∑
n=1

N(
p2
n

2m
+ κu2

n)− κ
N∑
n=1

unun+1

êîòîðûé ïîëó÷åí èç âû÷èòàíèÿ ñèë Ãóêà −κ(un−un+1) ïî âñåì n, ñ ïðèâåäåíèåì ïî-
äîáíûõ ÷ëåíîâ (òàê ïîëó÷àåòñÿ unun+1) è ïðåíåáðåæåíèåì ãðàíè÷íûìè ýôôåêòàìè.

Áîðüáà ñ çàïóòàííîñòüþ åñòü áîðüáà ñ âçàèìîäåéñòâèåì. Ñóòü êàíîíè÷åñêîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ â òîì, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ÷ëåíà âçàèìîäåéñòâèÿ unun+1. Ýòîãî ÷ëåíà
íå äîëæíî áûòü äëÿ êâàçè÷àñòèö - ýòè íîâûå �÷àñòèöû� äîëæíû áûòü íå çàâèñèìû
äðóã îò äðóãà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ýòîé öåëè ïîäõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, íî
íå íàä âîëíîâîé ôóíêöèåé, êàê ýòî áûëî ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàòíîãî ê èìïóëüñ-
íîìó áàçèñó â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, à íàä ñàìèìè àìïëèòóäàìè un
êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.
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Ðîëü êîîðäèíàòû r çäåñü áóäåò èãðàòü n- íîìåð îñöèëëÿòîðà, à ðîëü ïñè-ôóíêöèè
áóäåò èãðàòü un. Çíà÷åíèÿ íàñòîÿùåé ïñè-ôóíêöèè åùå íàçûâàþò àìïëèòóäàìè, ïî-
ýòîìó çäåñü åñòü ïîëíîå ñîãëàñèå ñ ëèíãâèñòèêîé. Îäíàêî òîò ôàêò, ÷òî �êîîðäèíàòà�
n è �àìïëèòóäà� un åñòü r è Ψ(r) íå åñòü ïðîñòî çàáàâíàÿ àíàëîãèÿ. Îí ãîâîðèò î ïðè-
ðîäå êâàíòîâîé àìïëèòóäû è î åå ãëóáîêîé ñâÿçè ñ ðîåâûì ïðåäñòàâëåíèåì ðåàëüíûõ
÷àñòèö. Ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàòåëüíûå àìïëèòóäû un íå ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè,
ïîäîáíî êâàíòîâûì àìïëèòóäàì. È êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå êîëåáàíèé, îïèñûâàþùåå
äèíàìèêó îñöèëëÿòîðîâ, òàêæå íå ìîæåò áûòü ïðîîáðàçîì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà,
èç-çà ñâîåãî äåòåðìèíèçìà, ÷òî ìû óæå âèäåëè.

Ïîýòîìó îñöèëëÿòîðû íå ãîäÿòñÿ êàê îñíîâà äëÿ ïîëíîé ìîäåëè êâàíòîâîé äè-
íàìèêè â îáùåì ñëó÷àå. Îäíàêî, îíè ïîäõîäÿò êàê ìîäåëü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,
âçàèìîäåéñòâèå ñ êîòîðûì è äàåò ïîëíóþ êàðòèíó äèíàìèêè ÷àñòèö, êîòîðàÿ îêàçû-
âàåòñÿ äèíàìèêîé �÷àñòèö + ïîëÿ�. Ïîëå îêàçûâàåòñÿ ïðèáåæèùåì äåòåðìèíèçìà.
Êâàíòîâûé æå õàîñ ñâÿçàí èìåííî ñ òåì, ÷òî àìïëèòóäû òàì áóäóò êîìïëåêñíûìè;
ýòî ñâÿçàíî ñ õàîòè÷åñêîé ïðèðîäîé ñàìèõ ÷àñòèö, è ýòî íåâîçìîæíî ïðåîäîëåòü òàê
æå, êàê â ñëó÷àå äåòåðìèíèñòè÷åñêîãî ìèðà îñöèëëÿòîðîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàì
ïðåäñòîèò êâàíòîâàòü ïîëå, òî åñòü ñèñòåìó îñöèëëÿòîðîâ, ÷òî áóäåò, ôàêòè÷åñêè,
ðàñïðîñòðàíåíèåì íà ïîëå òîãî âíóòðåííåãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, êîòîðîå ïåð-
âîíà÷àëüíî áûëî ñâîéñòâåííî ÷àñòèöàì ìàòåðèè.

Èòàê, êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå â íàøåì ñëó÷àå âûãëÿäèò òàê:

un =
1√
N

∑
q

Uqe
−iqnd, (105)

à îáðàòíîå ê íåìó:

Uq =
1√
N

∑
n

une
iqnd, (106)

ãäå d = 2π/N . Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå èìïóëüñà pn = h
i

∂
∂un

è ïðàâèëà äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ, ìîæíî âûâåñòè ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèé èìïóëüñîâ âèäà

pn =
1√
N

∑
q

Pqe
iqnd, (107)

è îáðàòíîå ê íåìó:

Pq =
1√
N

∑
n

pne
−iqnd, (108)

ãäå Pn = h
i

∂
∂Un

. Òî ÷òî ìû äîïóñòèëè çäåñü êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû, íå ñóùå-
ñòâåííî, ïîòîìó ÷òî ìû ñåé÷àñ âåðíåìñÿ ê âåùåñòâåííûì ÷èñëàì, ÷åãî íåëüçÿ áûëî
áû ñäåëàòü, áóäü ó íàñ ïñè-ôóíêöèÿ âìåñòî un.

Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå - ëèíåéíî, è ïåðåâîäèò ëþáîé ìàëûé êóáèê äåëåíèÿ
êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà â ñòîëü æå ìàëûé ïàðàëëåëåïèïåä, òàê ÷òî âìå-
ñòî îäíîãî äåëåíèÿ âîçíèêíåò äðóãîå. Áîëåå òîãî, íàøå ïðåîáðàçîâàíèå âèäà (105)
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áóäåò äàæå îðòîãîíàëüíûì, òî åñòü, êàê ìû óâèäèì íèæå, êóáèêè ïåðåéäóò â êóáè-
êè. Ïîýòîìó ìû âñåãäà ìîæåì ïðåäñòàâèòü åãî êàê ïåðåñòàíîâêó áàçèñíûõ âåêòîðîâ
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ñäâèíåì òàêæå íà÷àëî êîîðäèíàò äëÿ q òàê, ÷òîáû ýòîò ïàðàìåòð, çàìåíÿþùèé
n, ïðèíèìàë çíà÷åíèÿ èç ñèììåòðè÷íîãî ïðîìåæóòêà. Òîãäà âìåñòî q + q′ = N ìû
áóäåì ïèñàòü q + q′ = 0. Îòíîøåíèå íåðàâåíñòâà èíäóöèðóåòñÿ èç ñòàðîãî íàáîðà
1, 2, . . . , N òàê ÷òî ïàð q > −q ïðàêòè÷åñêè ïîëîâèíà (êðàåâûì ýôôåêòîì âñþäó
ïðåíåáðåãàåì)

Ïåðåïèñàâ ãàìèëüòîíèàí â íîâûõ êîîðäèíàòàõ, ìû èìååì:

H =
N∑
n=1

1
2mN

(
∑
q,q′
PqPq′e

1(q+q′)nd) + K
N

∑
q

UqUq′

−K
N

∑
q,q′

(UqUq′e
−iqnde−iq

′(n+1)d) =

= 1
2mN

∑
q

PqP−q − K
N

∑
q,q′
UqUq′(

N∑
n=1

e−ind(q+q′))e−iq
′d + K

N

∑
q

UqUq′ =

= 1
2mN

∑
q

PqP−q − K
N

∑
q

UqU−qe
+iqd + K

N

∑
q

UqU−q =

= 1
2mN

∑
q

PqP−q + 2K
N

∑
q>−q

UqU−q(1− cos(qd)).

Çäåñü K = mω2/2, èñïîëüçîâàëàñü ñòàíäàðòíàÿ ôîðìóëà äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èç ýêñïîíåíò, äàþùàÿ 0 â ñëó÷àå q 6= q′, à òàêæå ïðîèçâåäåíî
óïîðÿäî÷åíèå ïàð q,−q, òàê ÷òî ìû ÿâíî âûïèñàëè òîëüêî ïîëîâèíó, â êîòîðûõ q > q′-
îòñþäà êîýôôèöèåíò 2 â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì.

Òåïåðü ïåðåéäåì åùå ðàç ê íîâûì ïåðåìåííûì, íà ýòîò ðàç - âåùåñòâåííûì:

Uq = Xq + iYq, Xq = Uq+U−q
2

, Yq = Uq−U−q
2i

;
Xq = 1√

N

∑
n

uncos(qnd), Yq = 1√
N

∑
n

unsin(qnd),

∂
∂Uq

= ∂
∂Xq

1
2

+ ∂
∂Yq

1
2i
,

∂
∂U−q

= ∂
∂Xq

1
2
− ∂

∂Yq
1
2i
,

∂2

∂Uq∂U−q
= 1

4

(
∂2

∂X2
q

+ ∂2

∂Y 2
q

)
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

H = − 1

4mN

∑
q>q′

(
∂2

∂X2
q

+
∂2

∂Y 2
q

)
+

2K

N

∑
q>−q

(X2
q + Y 2

q )(1− cos(qd)).

Ìû âèäèì, ÷òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ íàøà ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð
íåçàâèñèìûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ìàññû m̃ = 2m, c íîâûì êîýôôèöèåíòîì
K̃ = 2K(1− cos(qd)) è ÷àñòîòàìè

ω̃q =

√
2K

m
(1− cos(qd) (109)

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ â òåðìèíàõ êâàçè÷àñòèö ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 57.
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Ðèñ. 57: Êâàíòîâîå ïðåäñòàâëåíèå êâàçè÷àñòèö

12.2 Áîëåå ïðîñòûå ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí H çàìêíóòîé öåïî÷êè ÷åòûðåõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ
êóáèòîâ, êîòîðûé ðåäóöèðóåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì CNOT äî ïîëíî-
ñòüþ ðåäóöèðîâàííîãî ãàìèëüòîíèàíà Hq = σ

(1)
x ⊗ I2 + I1σ

(2)
x :

H =


0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

 = CNOT


0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0

CNOT.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ÿâëÿþùàÿñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðà-
çîâàíèåì, äîëæíà áûòü çàïóòûâàþùèì, è, îäíîâðåìåííî, ðàñïóòûâàþùèì ïðåîáðà-
çîâàíèåì, òàê êàê îíà ðåäóöèðóåò ÿäðî ãàìèëüòîíèèàíà. Íàïðèìåð, îïåðàòîð CNOT ,
ïðèìåíåííûé ïîñëåäîâàòåëüíî ê ñîñòîÿíèþ |00...0〉+ |11...1〉 ïîëíîñòüþ åãî ðàñïóòû-
âàåò.

Ïðîòèâîïîëîæíûé ïðèìåð äàåò ãàìèëüòîíèàí Òàâèñà-Êàììèíãñà äëÿ n áâóõóðîâ-
íåâûõ àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ðåçîíàíñíîé ìîäîé â îïòè÷åñêîé ïîëîñòè. Çäåñü
èìååòñÿ áàçèñíîå ñîñòîÿíèå ïîëÿ è àòîìîâ âèäà |n〉ph|00...0〉at, òàê ÷òî ñòîëáåö ìàò-
ðèöû ãàìèëüòîíèàíà, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ñîñòîÿíèþ, ñîñòîÿèò èç ÷èñåë g

√
n è

îäíîãî ÷èñëà n~ω, ïðè÷åì òàêîé ñòîëáåö åäèíñòâåííûé. ÍÈêàêîé ãàìèëüòîíèàí âèäà
(102) íå ìîæóò èìåòü ýòîãî âèäà äàæå äëÿ n = 2, ïîýòîìó íåèäåíòè÷íîãî êàíîíè÷å-
ñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà Òàâèñà-Êàììèíãñà íå ñóùåñòâóåò.

Ñëîæíîñòü ãàìèëüòîíèàíà H, îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç C(H), åñòü ìèíèìàëü-
íàÿ íàèâíàÿ ñëîæíîñòü îïåðàòîðà τ−1Hτ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì τ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ.

Â ïðèìåðàõ ñ ñèñòåìîé ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ è ÷åòûðåõìåðíûì ãàìèëü-
òîíèàíîì, ïðèâåäåííûõ âûøå, ñëîæíîñòü ãàìèëüòîíèàíîâ áóäåò ðàâíà 1, òî åñòü îíè
ìîãóò áûòü ïîëíîñòüþ ðåäóöèðîâàíû êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì.
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12.3 Ñëîæíîñòü êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ

Ñëîæíîñòü êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Åãî
íàèâíàÿ ñëîæíîñòü, îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç ν(|Ψ〉), îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî ÷àñòèö â
ìàêñèìàëüíîì òåíçîðíîì äåëèòåëå |Ψ1〉 ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 = |Ψ1〉 ⊗ |Ψ2〉.

Ñëîæíîñòü C(|Ψ〉) ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 åñòü ìèíèìàëüíàÿ íàèâíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòîÿíèé
âèäà τ |Ψ〉 ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì τ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Íàïðèìåð, ñëîæíîñòü îáîáùåííîãî GHZ ñîñòîÿíèÿ |GHZ〉 = 1√
2
(|00...0〉+ |11...1〉)

ðàâíà åäèíèöå, òàê êàê åãî ìîæíî ïîëíîñòüþ ðàñïóòàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïåðà-
òîðîâ CNOT. Åñëè ìû ñòàðòóåì ñ áàçèñíîãî ñîñòîÿíèÿ |Ψ(0)〉 â êàíîíè÷åñêîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ãàìèëüòîíèàíà H, òî åãî ýâîëþöèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ ýòèì ãàìèëüòîíèà-
íîì, íå ìîæåò ñîäåðæàòü ñîñòîÿíèé ñëîæíîñòè, áîëüøåé ÷åì C(H).

Òåïåðü ìû ñôîðìóëèðóåì ãèïîòåçó î ñîîòíîøåíèè ìåæäó òî÷íîñòüþ è ñëîíîñòüþ
â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

C(|Ψ〉)A(|Ψ〉) ≤ Q, (110)

ãäå Q åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîëíîñòüþ çàïóòàííûõ êóáèòîâ, êîòîðûå íåëüçÿ ðàñ-
ïóòàòü êàêîé-ëèáî ïåðåñòàíîâêîé áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì, äëÿ ïðèìåðà, ñîñòîÿíèå n êóáèòîâ âèäà

|ΨGSA(t)〉 = α
∑

j 6=j0,0≤j<N

|j〉+ β|j〉, (111)

ãäå α = cos(t)/
√
N − 1, β = sin(t) äëÿ íåêîòîðîãî t, è N = 2n. Ñëîæíîñòü ýòîãî

ñîñòîÿíèÿ ðàâíà n, åñëè òîëüêî t 6= kπ/2 äëÿ ëþáîãî öåëîãî k. Â ñàìîì äåëå, äàííàÿ
ñóïåðïîçèöèÿ èìååò òî ñâîéñòâî, ÷òî âñå åå áàçèñíûå êîìïîíåíòû, çà èñêëþ÷åíèåì
ðîâíî îäíîãî, èìåþò îäèíàêîâûþ íåíóëåâóþ àìïëèòóäó, à ýòà îäíà êîìïîíåíòà èìååò
äðóãóþ àìïëèòóäó.

Ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå áàçèñíûõ âåêòîðîâ, òî åñòü
ïðè ëþáîì êâàçè÷àñòè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè. Íî åñëè áû ýòî ñîñòîÿíèå áûëî ðåäóöè-
ðóåìûì, îíî èìåëî áû âèä λ1|i1〉+ λ2|j2〉+ ...)⊗ (λ3|j3〉+ λ4|j4〉+ ...) äëÿ íåêîòîðûõ
áàçèñíûõ |ji〉, à òàêàÿ ñóïåðïîçèöèÿ íå ìîæåò ñîäåðæàòü ðîâíî 2 çíà÷åíèÿ àìïëèòóä
äëÿ âñåõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé, ïîòîìó ÷òî çäåñü äîëæíî áûòü ëèáî êàê ìèíèìóì 3
ðàçíûå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä, èëè îíà äîëæíà ñîäåðæàòü ðîâíî äâå ðàçíûå
íåíóëåâûå àìïëèòóäû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ãðóïïàì áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ñîäåðæà-
ùèì ðàâíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Îáå ýòè âîçìîæíîñòè èñêëþ÷åíû äëÿ ñîñòîÿíèé âèäà
(111).

13 Çåðíèñòîñòü àìïëèòóäû

Çäåñü ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü êâàíòîâûé ôîðìàëèçì çà ãðàíèöó
Q. Ýòî ïðèâåäåò íàñ ê ïîíÿòèþ êâàíòîâîãî äåòåðìèíèçìà, íå ñâîäÿùåãîñÿ ê èçâåñò-
íûì êâàçèêëàññè÷åñêèì ýôôåêòàì.

Êóáèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå êëàññè÷åñêèõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ äîëæíî áûòü äî-
ïîëíåíî çåðíîì ðàçðåøåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû. Äëÿ ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ êâàíòîâîãî
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ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 ïî ïðîèñçâîëüíîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó |ψj〉 âèäà

|Ψ〉 =
∑
j∈J

λj|ψj〉, λj 6= 0, (112)

ìîäóëè àìïëèòóä λj äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû ñíèçó íåêîòîðîé íåíóëåâîé êîíñòàí-
òîé.

Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ëèíåéíîñòè â îáëàñòè, ãäå íåíóëåâîé ðàçìåð àìïëèòóä íå èãðàåò
ðîëè, ìû äîëæíû ïðèíÿòü, ÷òî ëþáàÿ àìïëèòóäû èìååò âèä

λj = εnj + iεmj (113)

ãäå nj,mj ∈ Z - öåëûå, ε > 0 - êîíñòàíòà, íàçûâàåìàÿ êâàíòîì àìïëèòóäû. Òàêîå
îãðàíè÷åíèå ìàòðè÷íîãî ôîðìàëèçìà âëå÷åò îòêàç îò àáñîëþòíîé ýêâèâàëåíòíîñòè
âñåõ áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâå êâàíòâîûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðîå ïðîÿâëÿåò ñåáÿ èìåííî â
î÷åíü ìàëûõ àìïëèòóäûõ è îãðîìíûõ ðàçìåðàõ áàçèñîâ ñîñòîÿíèé J .

Îäíàêî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íà êîìïüþòåðå ýêâèâàëåíòíîñòü áàçèñîâ íå âñåãäà
âàæíà; ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü åñòü ëèøü àëãåáðàè÷åñêèé ôàêò, êîòîðûé íåâîçìîæíî
ïðîâåðèòü íà ñëîæíûõ ñèñòåìàõ.

Èòàê, íàèìåíüøèé ðàçìåð ìîóëÿ àìïëèòóäû ñîñòàâëÿåò ε. Ýòî îãðàíè÷÷åíèå î÷åíü
õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòíîé ïðèðîäîé âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, òàê êàê äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ çíà÷åíèé |λj|2 ñ òî÷íîñòüþ δ, íåîáõîäÿèìî ñäåëàòü îêîëî 1/δ èçìåðåíèé îäè-
íàêîâî ïðèãîòîâëåííûé îáðàçöîâ ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû; äëÿ ñîñòîÿíèé ñëîæíûõ
ñèñòåì ñ ìàëûìè àìïëèòóäàìè λj, ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè ìèíèìàëüíàÿ âåðî-
ÿòíîñòü ε2 îòäåëåíà îò íóëÿ òàê, ÷òî ìû ñìîæåì íàéòè âåðîÿòíîñòü äàæå ñàìîãî
ìàëîâåðîÿòíîãî ñîáûòèÿ.

Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ε, �ðàçìàçûâàÿ� àìïëèòóäó ïî íàñòîëüêî áîëü-
øîìó ÷èñëó áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé, íàñêîëîêî ýòî âîçìîæíî, òàê ÷òî ïðèñóòñòâèå â
ðàçëîæåíèè ëþáîé íåíóëåâîé àìïëèòóäû ìîæíî îáíàðóæèòü â ýêñïåðèìåíòå. Åñëè
âñå àìïëèòóäû ðàâíû λj = ε, ìû ïîëó÷àåì äëÿ ìàêñèìàëüíîãî îáùåãî ÷èñëà áà-
çèñíûõ êîìïîíåíò â ñóïåðïîçèöèè âûðàæåíèå |J | = 1/ε2 - ýòî åñòü ìàêñèìàëüíà
ðàçìåðíîñòü 2Q ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ïðè êîòîðîé ìîæ-
íî ïðèìåíÿòü êâàíòîâûé ôîðìàëèçì. Â ðàçëîæåíèè (112) àìëïèòóäû λj íå èìåþò
ôèçè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè, ðàçìåðíîñòüþ îáëàäàþò áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ |ψj〉. Ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî êóáèòîâ, äëÿ êîòîðûõ êâàíòâîûå ñîñòîÿíèÿ ðåàëèçóåìû, ðàâíÿåòñÿ
Q, òàê ÷òî ε = 2−Q/2.

Äèñêðåòèçàöèÿ àìëïèòóäû â âèäå (113) ïîçâîëÿåò âêëþ÷èòü èçìåðåíèÿ â ñà-
ìó óíèòàðíóþ ýâîëþöèþ. Æåñòêèé êîíòàêò ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè |Ψ〉 =

∑
j∈J

λj|j〉 ñ

èçìåðèòåëåì îçíà÷àåò âêëþ÷åíèå ñîñòîÿíèé èçìåðèòåëÿ â ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòå-
ìó, òî åñòü ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ñîñòîÿíèþ îáúåäèíåííîé ñèñòåìû âèäà |Ψex〉 =∑
j∈J,νj∈Nj

µj,νj |j, νj〉, ãäå â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè êâàíòîâîé ìåõàíèêè ìîäóëè âñåõ

µj,νj äîëæíû áûòü ìèíèìàëüíû, ÷òî îçíà÷àåò ÷òî îíè ðàâíû ε. Òàê êàê êîíòàêò ñ èç-
ìåðèòåëåì äîëæåí áûòü óíèòàðíîé ýâîëþöèåé, ìû èìååì |λj|2 =

∑
νj∈Nj

|µj,νj |2 òî åñòü

èçìåðåíèå áóäåò ñëó÷àéíûì âûáîðîì îäíîãî èç ñîñòîÿíèé νj èçìåðèòåëÿ, òî åñòü ìû
ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíóþ óðíîâóþ ñõåìó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
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13.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíîå íàõîæåíèå êîíñòàíòû Q

Ìû ìîæåì íàéòè ïðèáëèçèòåëüíóþ îöåíêó êîíñòàíòû Q, ñòðîÿ ñîñòîÿíèÿ âèäà
(111). Ýòî - ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà, ðåàëèçóþùåãî àëãîðèòì Ãðîâåðà GSA
äëÿ åäèíñòâåííîãî öåëåâîãî ñîñòîÿíèÿ |j0〉 (see [12]). Ïóñòü N = 2n. Ìû ïîëîæèì
t0 = arcsin(1/

√
N). Íà÷íåì ñ ñîñòîÿíèÿ

|Ψ(0)〉 =
1√
N

N−1∑
j=0

|j〉 = (
1√
2

(|0〉+ |1〉)⊗n,

ñëîæíîñòü êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî øàãà àëãîðèòìà t
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì t0, è ìû ïîëó÷àåì ñîñòîÿíèå ñëîæíîñòè n âèäà (111). Óæå íà
ïåðâîì øàãå ñëîæíîñòü ïðûæêîì îò åäèíèöû äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
Åñëè N = 2Q, ìû âûõîäèì çà ïðåäåëû äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé â àìïëèòóäàìè âèäà
(117), èìåþùèõ ñâîéñòâî (110).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì îöåíèòü êîíñòàíòó Q, óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî êóáèòîâ n, äëÿ
êîòîðîãî àëãîðòì GSA ðàáîòàåò êîððåêòíî. Çäåñü ïîä êîððåêòíîé ðàáîòîé ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîâûøåíèÿ àìïëèòóäû öåëåâîãî ñîñòîÿíèÿ äî óðîâíÿ, ñêàæåì,
1/
√

2 ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè, êîòîðûå áóäóò èìåòü àìïëèòóäó ïîðÿäêà 1/
√
N .

äëÿ áîëåå ãðóáîé îöåíêè ìû ìîæåì ôèêñèðîâàòü ïîäñêîê àìïëèòóäû íà 1/
√
N ïî

ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè, íî ýòî èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ ìàëûõ n, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
20.

Ðèñóíîê 58 Èëëþñòðèðóåò ãðàíèöó ðàáîòû àëãîðèòìà Ãðîâåðà â òåðìèíàõ êâàíòà
àìïëèòóäû.

Âîïðîñ â òîì, ÷òî ïðîèçîéäåò ñ òåêóùèì ñîñòîÿíèåì, åñëè àìïëèòóäû, âû÷èñëåí-
íûå ïî ñòàíäàðòíîé êâàíòîâîé òåîðèè, ñòàíîâÿòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìåíüøå
ε, ôîðìàëüíî îòêðûò. Îäíàêî åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìàëûå àìïëèòóäû ïðî-
ñòî èñ÷åçàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåíîðìèðîâêîé âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðèìåíåíèå GSA â îêðåñòíîñòè N ≈ 2Q we will get the target state very quickly,
much faster than when implementing GSA in a normal model. However, this will only
happen with an ideal implementation of GSA; in practice, the amplitudes of the main
mass of states in |ΨGSA(t)〉 in (111) cannot be exactly the same, so that zeroing will not
occur simultaneously for all states, which can greatly distort the picture.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáíàðóæåíèÿ òàêîãî ýôôåêòà íàäî íàñòîëüêî òî÷íî íà-
ñòðîèòü ãåéòû, ÷òîáû äîñòè÷ü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè ÿäðà êâàíòîâîãî
Q. Íèæå ìû îáñóäèì îöåíêè íà ýòó êîíñòàíòó.

Ðàññìîòðèì äâà ïðîöåññà: ïåðåõîä ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà â àòîìå Rb85 è ðàñïàä
íåñòàáèëüíîãî ÿäðà He6. Ïåðâûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêîé
äîâîëüíî òî÷íî, ïîëíîå êâàíòîâîå îïèñàíèå âòîðîãî ïîêà îòñóòñòâóåò.

Ìû áóäåì èñõîäèòü èç êðèòåðèÿ òî÷íîé ïðîðèñîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè, êîãäà
êàæäûé øàã åãî êîìïüþòåðíîãî îïèñàíèÿ òðåáóåò îäíîãî íîâîãî áàçèñíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ. Ýòî âûòåêàåò èç ñêîðîñòè êâàíòîâîãî áëóæäàíèÿ, ïðè êîòîðîì ôðîíò âîëíû
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ (â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ, ïðè
êîòîðîì ñêîðîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòíîìó êîðíþ èç âðåìåíè). Ïóñòü t - îáùåå
âðåìÿ ïðîöåññà, dt - øàã êîìïüþòåðíîãî îïèñàíèÿ ýòîãî ïðîöåññà âî âðåìåíè, òîãäà
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Ðèñ. 58: Ãðàíèöà ðàáîòû GSA â òåðìèíàõ êâàíòà àìïëèòóäû

÷èñëî áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ �òî÷íîé ïðîðèñîâêè� ïðîöåññà ñîñòàâèò
N = t/dt. Çíà÷åíèÿ t îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî, à dt íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
íåîïðåäåëåííîñòåé �ýíåðãèÿ - âðåìÿ�.

Äëÿ ðàáèåâñêîé îñöèëëÿöèè àòîìà ðóáèäèÿ, ïðîèñõîäÿùåé ñ èñïóñêàíèåì ôîòîíà
ñ äëèíîé âîëíû ïðèìåðíî 1.4 cm ìû èìååì:

ω ≈ 1010 sek−1, EQED = ~ω ≈ 10−17, dt ≈ ~/EQED = 10−10.

Ó÷èòûâàÿ âðåìÿ ðàáèåâñêîé îñöèëëÿöèè t ≈ 10−6 sec, ìû ïîëó÷àåì N = t/dt ≈ 104.
Òîãäà Q ≥ 104 < 214 è äëÿ õîðîøåãî îòîáðàæåíèÿ äàííîãî ïðîöåññà íà îñíîâàíèè
êâàíòîâîé òåîðèè äîñòàòî÷íî ðàáîòû GSA íà 14 êóáèòàõ, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðåàëü-
íûì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàñïàä ÿäðà èçîòîïà ãåëèÿ:

He6 → He5 + n→ He4 + 2n

(â äàííîì ãðóáîì ïðèáëèæåíèè ó÷èòûâàåì òîëüêî íóêëîíû). Õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå
ýíåðãèè áóäåò îêîëî 10 Mev ≈ 10−5 erg, è ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè �ýíåðãèÿ-
âðåìÿ� äàñò dt ≈ 10−22 sec. Âåñü ïðîöåññ çàíèìàåò îêîëî 1.6 sec, îòêóäà N = t/dt ≈
1022 ≈ 273, è åñëè êâàíòîâóþ ìåõàíèêó ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ÿäåðíûõ ïðîöåññîâ òè-
ïà ðàñïàäà èçîòîïà ãåëèÿ - 6 äî ñòàáèëüíîãî èçîòîïà 4, GSA äîëæåí õîðîøî ðàáîòàòü
óæå íà 73 êóáèòàõ.

Ðàñïàä èçîòîïà ãåëèÿ 6 ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè - âåñüìà ñëîæíûé
ïðîöåññ. Ìîæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî åãî ïîñëåäíþþ ñòàäèþ, êîãäà îò ñòàáèëüíîãî
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ÿäðà ãåëèÿ 4 îòùåïëÿåòñÿ îäèí íåéòðîí (ñì. [41]). Îíà çàíèìàåò ïðèìåðíî 10−11 sec.
Äëÿ íåå îöåíêè, àíàëîãè÷íûå âûøåïðèâåäåííûì, äàäóò ïðèìåðíî 36 êóáèòîâ íàäåæ-
íîé ðåàëèçàöèè GSA, ÷òî óæå ìåíåå ðåàëèñòè÷íî, îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå
Q ≈ 236 ìîæíî óæå âåðèôèöèðîâàòü íà ýêñïåðèìåíòàõ ïî GSA. Òàêèì îáðàçîì,
ïðèíÿòèå ãèïîòåçû î çåðíå àìïëèòóäû íàïðÿìóþ ñâÿçûâàåò âîïðîñ î ïðèìåíèìî-
ñòè êâàíòîâîé òåîðèè ê ðåàëüíûì ìèêðîïðîöåññàì è ðåàëèçàöèþ GSA. Ðåàëèçàöèÿ
GSA ñòàíîâèòñÿ, òàêèì îáðàçîì, öåíòðàëüíûì âîïðîñîì êâàíòîâîé òåîðèè è òåîðèè
ñëîæíûõ ñèñòåì êàê òàêîâûõ.

13.2 Çåðíî àìïëèòóäû êàê ïðè÷èíà èçìåðåíèé

Èçìåðåíèå êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 =
∑
j∈J

λj|j〉 åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðè-

íèìàþùàÿ çíàÿåíèÿ |j〉, j ∈ J ñ âåðîÿòíîñòÿìè |λj|2. Ôèçè÷åñêè îíî íà÷èíàåòñÿ ñ
êîíòàêòà èñõîäíîé ñèñòåìû ñ èçìåðèòåëåì, òî åñòü óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

|Ψ〉|0̄〉meas →
∑
j∈J

λj|j〉
∑
ij∈Ij

µij |ij〉meas. (114)

Åñëè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êàæäîì ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé èçìåðèòåëÿ Ij î÷åíü âåëè-
êî, òàê ÷òî àìïëèòóäû âñåõ êîíêðåòíûõ ñîñòîÿíèé èçìåðèòåëÿ ñòàíîâÿòñÿ ïðèìåðíî
ðàâíûìè çåðíó ε:

∑
ij∈Ij

µij ≈ ε, òî â ñèëó óíèòàðíîñòè ïåðåõîäà (114) ÷èñëà ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâ Ij ñòàíîâÿòñÿ ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ïðîïîðöèîíàëüíûìè âåðîÿòíîñòÿì |λj|2
ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà |j〉 â èçìåðåíèè. Ïîýòîìó èçìåðåíèå îçíà÷àåò âûáîð íàóãàä èç
óðíîâîé ñõåìû, äàþùèé âåðîÿòíîñòè èñõîäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì Áîðíà.

Èòàê, íàëè÷èå çåðíà óñòðàíÿåò ñòðàííûé áàðüåð ìåæäó óíèòàðíîé äèíàìèêîé è
êîëëàïñîì âîëíîâîãî âåêòîðà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîìåõîé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíà-
ìèêè, òàê êàê èñïîëüçîâàíèå êâàíòîâîãî îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ òðåáóåò êâàäðàòè÷íîãî
ðîñòà ðåñóðñîâ ïàìÿòè ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ óíèòàðíîé
äèíàìèêîé, òàê êàê ïðèõîäèòñÿ õðàíèòü â ïàìÿòè ìàòðèöó ïëîòíîñòè âìåñòî âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, ïðè ïîëíîì êîëëàïñå íà êàæäîì øàãå ýâîëþöèè, ìû ïî-
ëó÷èì ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèñòè÷åñêîå îïèñàíèå äèíàìèêè â òîì ñëó÷àå, åñëè åñòü
íåêîòîðîå ïðåâîñõîäñòâî àìïëèòóäû îäíîãî åäèíñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ |jtar〉 íàä âñå-
ìè äðóãèìè, êàê â àëãîðèòìå Ãðîâåðà. Áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ |j〉, ïðè ýòîì, âîîáùå
ãîâîðÿ, äîëæíû áûòü íåëîêàëüíûìè â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîé êâàíòîâîé íåëîêàëü-
íîñòè; åå ìû óæå îáñóæäàëè âûøå. Òàêàÿ ôîðìà îïèñàíèÿ äèèíàìèêè ñîâåðøåííî
íåîáû÷íà, íî èìåííî îíà, âåðîÿòíåå âñåãî, îêàæåòñÿ àäåêâàòíîé ðåàëüíûì ñëîæíûì
ñèñòåìàì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì ïðîåêòà êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà.

14 Ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî áûëî áû ðàáîòàòü ñ ñèñòåìîé, èìåþùåé ñîñòî-
ÿíèÿ ýêñòðåìàëüíîé ñëîæíîñòè Q, ñòàðòóÿ ñ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèé â êâàíòîâîì ôîð-
ìàëèçìå. Çäåñü ðå÷ü ïîéäåò î äåòåðìèíèñòè÷åñêîì îïèñàíèè äèíàìèêè äëÿ îäíîé,
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îòäåëüíî âçÿòîé, ïîðöèè àìïëèòóäû. Òàêàÿ ïîðöèÿ îñòàåòñÿ îò âñåé âîîáðàæàåìîé
àìïëèòóäû, åñëè â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü ëèøü îäíî èçìåðåíèå ñèñòåìû, ïðèãî-
òîâëåííîé â äàííîì ñîñòîÿíèè.

Ìû îïèøåì íàèáîëåå øèðîêèé êëàññ ñîñòîÿíèé, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ââåñòè êâàí-
òîâàíèå àìïèòóäû.

Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ib, a, b ∈ R, ìû ââåäåì îáîçíà÷åíèå {z} = |a|+|b|.

Äëÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 ìû îïðåäåëèì {ψ} =
N−1∑
i=0

{〈i|ψ〉}.

Ïóñòü A ëèíåéíûé îïåðàòîð è |j〉íåêîòîðûé áàçèñíûé âåêòîð, j ∈ {0, 1, ..., N −1}.
Ëïðåäåëèì |aj〉 = A|j〉. Ìû íàçîâåì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 ðàâíîâåñíûì îòíîñèòåëüíî
îïåðàòîðà A, åñëè âñå ÷èñëà {aj} îäèíàêîâû äëÿ âñåõ áàçèñíûõ êîìïîíåíò |j〉 êîòîðûå
â íàø âåêòîð âõîäÿò ñ íåíóëåâûìè àìïëèòóäàìè. Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå çàâèñèò
îò âûáîðà áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí îäíîìåðíîé ÷àñòèöû, äâèæóùåé-
ñÿ â ïîòåíöèàëå V â êîîðäèíàòíîì áàçèñå: H = p2

2m
+ V . Ìû óðåæåì ìàòðèöó ýòîãî

ãàìèëüòîíèàíà, ïðèíÿâ, ÷òî íåò ñëèøêîì äëèííûõ ïåðåõîäîâ â ïðîñòðàíñòâå äàííîé
÷àñòèöû. Òîãäà ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ â êîîðäèíàòíîì áàçèñåäëÿ äàííîãî ãàìèëüòî-
íèàíà áóäóò â òî÷íîñòè ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉, âñå êîìïîíåíòû êîòîðûõ èìåþò îäèíàêîâûé
ïîòåíöèàë.

Âàæíûì êëàññîì ìíîãî÷àñòè÷íûõ ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûå ñî-
ñòîÿíèÿ. Âîò ïðèìåð òàêîãî ñîñòîÿíèÿ. Ðàññìîòðèì k äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ â îï-
òè÷åñêîé ëîâóøêå, óäåðæèâàþùåé ôîòîíû ìîäû àòîìíîãî ïåðåõîäà. Âûáåðåì áàçèñ
èç ñîñòîíèé âèäà |n〉ph|m1,m2, ...,mk〉at, ãäå n - ÷èñëî ôîòîíîâ â ïîëîñòè, mj ∈ {0, 1〉
ñîñòîÿíèå àòîìà j, îñíîâíîå è âîçáóæäåííîå. Ïóñòü gj, j = 1, 2, ..., k - ñèëû âçà-
èìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñ ïîëåì. Òîãäà äèíàìèêà ñèñòåìû àòîìîâ è ïîëÿ ïðè óñëîâèè
gj/~ω � 1, ãäå ω - ÷àñòîòà ìîäû ïîëîñòè, áóäåò ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà
ñ ãàìèëüòîíèàíîì Òàâèñà-Êàììèíãñà â RWA ïðèáëèæåíèè:

HRWA
TC = ~ω(a+a+

k∑
j=1

σ+
j σj) + a+σ̄ + aσ̄+, σ̄ =

k∑
j=1

gjσj, (115)

ãäå a, a+ - ñòàíäàðòíûå ïîëåâûå îïåðàòîðû è σj, σ
+
j - àòîìíûå îïåðàòîðû àòîìà j.

Ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå òàêîé ñèñòåìû áóäåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ïðè k = 2 è g1 = g2, è
ýòî áóäåò ëèáî îäíî èç áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé, ëèáî ñîñòîÿíèÿ |n〉ph(α|10〉at+β|01〉at), èç
êîòîðûõ âî âñåõ çà èñêëþ÷åíèåì åäèíñòâåííîãî, ñèíãëåòíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè β = −α
àòîìû áóäóò âçàèìîäåéòâîâàòü ñ ïîëåì. Âñå òàêèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñíûå.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû ñäåëàåì ïîëîñòü äîñòàòî÷íî äëèííîé, òàê ÷òî çåðêàëà áóäóò
ðàñïîëîæåíû äàëåêî îò àòîìîâ, ìû ïîëó÷èì ïðèìåðíîå ðàâåíñòâî g1 ≈ g2, òàê ÷òî
ëþáîå ñîñòîÿíèå ñòàíåò ðàâíîâåñíûì. Óäàëåíèå çåðêàë îçíà÷àåò ïðèáëèæåíèå íàøåé
ñèñòåìû ê åñòåñòâåííîìó ñîñòîÿíèþ àòîìîâ â âàêóóìå; ôîòîíû, èñïóùåííûå èìè, áó-
äóò óëåòàòü èç ñèñòåìû, íî òåìíûå ñîñòîÿíèÿ ñîõðàíÿòñÿ: îíè âîîáùå íå íóæäàþòñÿ
â çåðêàëàõ.

Îáùåå îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè âûãëÿäèò òàê.

Ïóñòü H ãàìèëüòîíèàí â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé n êóáèòîâ. Åñëè êóáèò àññîöè-
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èðîâàí ñ ðåàëüíîé èëè âèðòóàëüíîé äâóõóðîâíåâîé ÷àñòèöåé, H ìîæåò áûòü, íàïðè-
ìåð, ãàìèëüòîíèàíîì Òàâèñà-Êàììèíãñà èëè íåêîòîðîé åãî ìîäèôèêàöèåé. Ïóñòü
Sn - ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê êóáèòîâ, êîòîðûå åñòåñòâåííî ïðîäîëæåíû äî îïåðàòîîðîâ
âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé H, à èìåííî, íà âñåõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèÿõ η ∈ Sn
äåéñòâóåò íåïîñðåäñòâåííî, è η

∑
j

|j〉 =
∑
j

η|j〉.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç GH ïîäãðóïïó ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê Sn, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ïåðå-
ñòàíîâîê êóáèòîâ τ òàêèõ ÷òî [H, τ ] = 0. Ïóñòü A ⊆ {0, 1, ..., 2n−1} åñòü ïîäìíîæåñòâî
áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû nêóáèò. Åãî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L(A) íàçûâàåòñÿ ñâÿç-
íûì ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî H åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñòîÿíèé |i〉, |j〉 ∈ A
ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà êóáèòîâ τ ∈ GH òàêàÿ ÷òî τ(i) = j. Ñîñòîÿíèå |Ψ〉 ñèñòå-
ìû n êóáèòîâ íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì îòíîñèòåëüíî H åñëè îíî ïðèíàäëåæèò ñâÿçíîìó
îòíîñèòåëüíî H ïîäïðîñòðàíñòâó, è H|Ψ〉 6= 0.

Ñâÿçíîñòü ñîñòîÿíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî âñå åãî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ïîëó÷àþòñÿ îä-
íà èç äðóãîé ïåðåñòàíîâêîé òàêèõ ÷àñòèö, ïîâåäåíèå êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî äàííîãî
ãàìèëüòîíèàíà îäèíàêîâî.

Ïðèâåäåííîå âûøå ñîñòîÿíèå |n〉ph(α|10〉at + β|01〉at) áóäåò ñâÿçíûì, òàê êàê ïå-
ðåñòàíîâêà àòîìîâ, îäèíàêîâî âçàèìîäåéòâóþùèõ ñ ïîëåì, íå ìåíÿåò ãàìèëüòîíèàí.
Ñîñòîÿíèÿ âèäà |n〉ph(α|10〉at + β|01〉at + c|00〉at + d|11〉at), ñ íåíóëåâûìè àìïëèòóäàìè
a, b, c, d íå áóäåò ñâÿçíûì.

Ëåììà

Åñëè ñîñòîÿíèå |Ψ〉 =
∑
j

λj|j〉 ñâÿçíî îòíîñèòåëüíî H, òî ëþáûå äâà ñòîëáöà

ìàòðèöû H ñ íîìåðàìè j1, j2, òàêèå ÷òî λj1 è λj2 íåíóëåâûå, îòëè÷àþòñÿ äðóã îò
äðóãà òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ. Ýòî æå âåðíî è äëÿ ìàòðèöû óíèòàðíîé
ýâîëþöèè Ut = exp(− i

~Ht).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òàêèõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé j1 è j2, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäå-
ëåíèåì ñâÿçíîñòè, ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà τ ∈ GH òàêàÿ ÷òî j2 = τ(j1). Ñòîëáöû ñ
íîìåðàìè j1, j2 ñîñòîÿò èç àìïëèòóäû ñîñòîÿíèé H|j1〉 è H|j2〉, ñîîòâåòñòâåííî. Èç
êîììóòàöèîííîãî óñëîâèÿ ìû èìååì τH|j1〉 = Hτ |j1〉 = H|j2〉, è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñòîëáåö j2 ïîëó÷àåòñÿ èç ñòîëáöà j1 ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ, èíäèöèðîâàííîé τ .
Ïåðåõîäÿ ê ìàòðèöå ýâîëþöèè Ut, ìû âèäèì, ÷òî óñëîâèå τUt|j1〉 = Utτ |j1〉 = Ut|j2〉
áóäåò âûïîëíåíî è äëÿ íåå, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç Ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñâÿçíûå îòíîñèòåëüíî H ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñíû-
ìè îòíîñèòåëüíîH è îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà ýâîëþöèè Ut = e−

i
~Ht, ñîîòâåòñòâóþùåé

ýòîìó ãàìèëüòîíèàíó.

15 Êâàíòû àìïëèòóäû è äåòåðìèíèçì

Òî÷íîå îïèñàíèå äèíàìèêè êàê â êâàíòîâîì, òàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, èìååò
íåêîòîðóþ ñòåïåíü íåäåòåðìèíèçìà èëè ñòîõàñòè÷íîñòè (ñì. [42],[43]). Ïðåèìùåñòâî
êâàíòîâîãî ÿçûêà - â òî÷íîì îãðàíè÷åíèè ýòîé ñòîõàñòè÷íîñòè âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ,
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êîòîðûé, ñîãëàñíî ãëàâíîìó òåçèñó êîïåíãàãåíñêîé ìåõàíèêè, äàåò èñ÷åðïûâàþùåå
îïèñàíèå äèíàìèêè ìèêðî÷àñòèö.

Âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ äåòåðìèíèçìà â êâàíòîâóþ òåîðèþ, èíòåðåñîâàâøàÿ èñ-
ñëåäîâàòåëåé ñ ñàìîãî åå ïîÿâëåíèÿ, íå ïîòåðÿëà àêòóàëüíîñòè (ñì. [44]) è ñíîâà
íàõîäèòñÿ â ôîêóñå èíòåðåñà äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåì ýêñòðå-
ìàëüíîé ñëîæíîñòè, ìîëåêóëà ÄÍÊ îïðåäåëÿåò áóäóùåå åå îáëàäàòåëÿ ñ òî÷íîñòüþ,
íåäîñòèæèìîé äëÿ ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ýòîò âûñøèé òèï äåòåðìèíèçìà äîë-
æåí èìåòü íåêîòîðûé àíàëîã è äëÿ ïðîñòûõ ñèñòåì, õîðîøî îïèñûâàåìûõ ñòàíäàðò-
íîé êâàíòîâîé òåîðèåé.

Ìû îïèøåì ñïåöèôè÷åñêóþ ôîðìó äåòåðìèíèçìà íà óðîâíå êâàíòîâ àìïëèòóäû.

Íàøà öåëü - ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñîñòîÿíèå |Ψ〉ðàâíîâåñíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà
ýêîëþöèè Ut, òî àìïëèòóäû âñåõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé â íåì ìîæíî ðàçáèòü íà ìà-
ëûå ïîðöèè - êâàíòû àìïëèòóäû, òàê ÷òî òðàåêòîðèÿ êàæäîãî êâàíòà ïðè ýâîëþöèè
áóäåò òî÷íî îïðåäåëåíà, åñëè îïåðàòîð Ut äåéñòâóåò â òå÷åíèå ôèêñèðîâàííîãî èíòåð-
âàëà âðåìåíè t, â ÷àñòíîñòè, áóäåò òî÷íî îïðåäåëåíî, ñ êàêèìè êâàíòàìè àìïëèòóä
îí áóäåò êîíòàêòèâàòü (ñîêðàùàòüñÿ) ïðè ñóììèðîâàíèè àìïëèòóä ïðè îïðåäåëåíèè
ðåçóëüòèðóþùåãî ñîñòîÿíèÿ.

Ôàêòè÷åñêè, ýòî áóäåò èìåòü ìåñòî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A,
äëÿ êîòîðîãî ìû îïðåäåëèì êâàíòîâàíèå àìïëèòóä.

Ïóñòü |Ψ〉 ïðîèçâîëüíîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå îòíîñèòåëüíî A, ðàçëîæåíèå êî-
òîðîãî ïî áàçèñíûì èìååò âèä

|Ψ〉 =
∑
j

λj|j〉. (116)

Ìû ââåäåì âàæíîå ïîíÿòèå êâàíòà àìïèòóäû êàê ôîðìàëèçàöèþ ïåðåõîäà ìàëîé
ïîðöèè àìïëèòóäû ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè áàçèñíûìè ñîñòîÿíèÿìè ïðè óìíîæå-
íèè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íà ìàòðèöó A. Ïóñòü T = {+1,−1,+i,−i} - ìíîæåñòâî èç 4
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ìû íàçîâåì òèïàìè àìïëèòóäû: âåùåñòâåííûé ïîëîæèòåëüíîé,
âåùåñòâåííûé îòðèöàòåëüíûé, è òàê æå ìíèìûå. Óìíîæåíèå òèïîâ îïåðäåëÿåòñÿ
åñòåñòâåííî, êàê ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë.

Êâàíòîì àìïëèòóäû ðàçìåðà ε > 0 íàçûâàåòñÿ ñïèñîê âèäà

κ = (ε, id, |bin〉, |bfin〉, tin, tfin), (117)

ãäå |bin〉, |bfin〉 - äâà ðàçíûõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèÿ, id - óíèêàëüíûé èäåíòèôèêàöè-
îííûé íîìåð, îòëè÷àþùèé äàííûé êâàíò îò âñåõ äðóãèõ, tin, tfin ∈ T . Ïåðåõîä âèäà
|bin〉 → |bfin〉íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì ñîñòîÿíèé, tin → tfiníàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì òèïîâ.
Ìû âûáåðåì èäåíòèôèêàòîðû òàê, ÷òîáû åñëè îíè ñîâïàäóò, âñå äðóãèå àòðèáóòû
êâàíòîâ òîæå ñîâïàëè, òàê ÷òî èäåíòèôèêàòîð îäíîçíà÷íîî îïðååëÿåò êâàíò àìïëè-
òóäû. Â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî áûòü íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî êâàíòîâ ñ ëþáîì íàáîðîì
àòðèáóòîâ, çà èñêëþ÷åíèåì èäåíòèôèêàòîðà. Ìû áóäåì îòîæäåñòâîëÿòü êâàíò ñ åãî
èäåíòèèêàòîðîì áåç ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

tin(κ) = tin, tfin(κ) = tfin, sin(κ) = bin, sfin(κ) = bfin.

128



Ïåðåõîäû ñîñòîÿíèé è òèïîâ êâàíòîâî àìïëèòóäû óêàçûâàò, êàê äàííûé êâàíò
áóäåò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì, è èõ âûáîð çàâèñèò îò A; ðàçìåð êâàíòà àìïëèòóäû
îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü äèñêðåòíîãî ïðèáëèæåíèÿ äåéñòâèÿ äàííîãî îïåðàòîðà A ñ ïî-
ìîùüþ êâàíòîâ àìïëèòóäû.

Ìíîæåñòâî θ êâàíòîâ àìïëèòóäû ðàçìåðà ε íàçûâàåòñÿ êâàíòîâàíèåì àìïëèòóäû,
åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùèåå óñëîâèå:

Q. Â ìíîæåñòâå θ, íåò òàêèõ êâàíòîâ κ1 è κ2 ÷òî èõ ïåðåõîäû ñîñòîÿíèé îäè-
íàêîâû, tin(κ1) = tin(κ2) è tfin(κ1) = −tfin(κ2), è íåò òàêèõ êâàíòîâ κ1 è κ2 ÷òî
sin(κ1) = sin(κ2) è tin(κ1) = −tin(κ2).

Óñëîâèå Q îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå, îáîçíà÷àåìîì ñèìâîëîì �→�, ðåçóëüòàò
ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîãî êâàíòà àìïëèòóäû íå ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ ñ ðåçóëüòàòîì ïðå-
îáðàçîâàíèÿ íèêàêîãî ïîäîáíîãî åìó êâàíòà, à òàêæå òî, ÷òî êâàíò àìïëèòóäû íå
ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ ñ äóðãèì íåïîñðåäñòâåííî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè.

Êâàíòîâàíèå θ àìïëèòóäû çàäàåò ïàðó êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé

|θin〉 =
∑
j

λj|j〉, |θfin〉 =
∑
i

µi|i〉, (118)

ïî åñòåñòâåííîìó ïðàâèëó: äëÿ ëþáûõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé |j〉, |i〉, äîëæíû áûòü
âûïîëíåíû óñëîâèÿ

λj = 〈j|θin〉 = ε
∑

κ∈θ: sin(κ)=j

tin(κ), µi = 〈i|θfin〉 = ε̃
∑

κ∈θ: sfin(κ)=i

tfin(κ), (119)

ãäå ε̃ - íîðìàëèçóþùèé êîýôôèöèåíò, òàê ÷òî ñîñòîÿíèå |θfin〉 èìååò åäèíè÷íóþ íîð-
ìó è |θin〉 èìååò ïðîèçñîëüíóþ íåíóëåâóþ íîðìó. Êîýôôèöèåíò ε̃ íå îáÿçàí ñîâïàäàòü
ñ ε, òàê êàê ïðè êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû îáû÷íàÿ ôîðìà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íå ñî-
õðàíÿåòñÿ; åñëè áû ìû âçÿëè ε̃ = ε, òî çíà÷åíèå {|Ψ〉} ìîãëî áû òîëüêî óìåíüøèòüñÿ
â ïåðåõîäå |θin〉 → |θfin〉; ýòî ïðîèñõîäèò áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî êàêîé-òî êâàíò ñîêðà-
ùàåòñÿ ñ äðóãèì âî âòîðîé ñóììå èç (119).

Ìû ôèêñèðóåì ðàçìåðíîñòü dim(H) ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé è áóäåì äåëàòü îöåí-
êè (ñâåðõó) ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí: âðåìåíè è ðàçìåðà êâàíòà
àìïëèòóäû ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà âåëè÷èíû, ñ÷èòàÿ âñå êîíñòàíòû çàâèñÿùèìè
òîëüêî îò íåçàâèñèìûõ êîíñòàíò: dim(H) è îò ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé àá-
ñîëþòíûõ âåëè÷èí ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A. Ïðè ýòîì òåðìèí �ñòðîãèé ïîðÿäîê� áó-
äåò îçíà÷àòü îöåíêó êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè, çàâèñÿùèìè
òîëüêî îò íåçàâèñèìûõ êîíñòàíò. Ïðè ýòîì òåðìèí �ñòðîãèé ïîðÿäîê� áóäåò îçíà-
÷àòü îöåíêó êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî
îò íåçàâèñèìûõ êîíñòàíò.

Äëÿ êâàíòîâàíèÿ àìïëèòóäû θ è íîìåðîâ i, j áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé ÷åðåç ni,j(θ)
îáîçíà÷èì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ni,j(θ) = {κ ∈ θ : sin(κ) = j, sfin(κ) = i}.

Ïóñòü θ(ε) - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ε, ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ, â êâàíòîâàíèÿ àìïëèòóäû ðàçìåðà ε.
Òàêóþ ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðè÷åñêèì êâàíòîâàíèåì àìïëèòóäû.
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Ïàðàìåòðè÷åñêîå êâàíòîâàíèå àìïëèòóä θ(ε) íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ñ îïåðà-
òîðîì A è ñîñòîÿíèåì |Ψ〉 åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé c(ε)

θin(ε)→ |Ψ〉, c(ε)θfin(ε)→ A|Ψ〉 (ε→ 0). (120)

Åñëè A - îïåðàòîð ýâîëþöèè Ut, òî íàëè÷èå ïàðàìåòðè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ àì-
ïëèòóä θ(ε), ñîãëàñîâàííîãî ñ A, ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî íå òðèâèàëüíûì ñâîéñòâîì
êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé |θin(ε)〉, ãîâîðÿùèì î òîì, ÷òî äëÿ ñîñòîÿíèé âîçìîæíî ââåäå-
íèå ñêðûòîãî ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äèíàìèêå, çàäàâàåìîé ìàòðèöåé ýâîëþ-
öèè Ut, è äåëàþùåãî êâàíòîâóþ ýâîëþöèþ Ut äåòåðìèíèñòè÷åñêîé. Òàêèì ïàðàìåò-
ðîì áóäåò êâàíò àìïëèòóäû κ ∈ θ(ε), ãäå òî÷íîñòü äåòåðìèíèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ε.

Òåîðåìà î êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû.

Ïóñòü A- ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Äëÿ âñÿêîãî ðàâíîâåñíîãî îòíîñèòåëüíî A ñî-
ñòîÿíèÿ |Ψ〉 ñóùåñòâóåò ïàðàìåòðè÷åñêîå êâàíòîâàíèå àìïëèòóä θ(ε), ñîãëàñîâàí-
íîå ñ îïåðàòîðîì A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü çàäàíî ðàâíîâåñíîå îòíîñèòåëüíî A ñîñòîÿíèå |Ψ〉 =
∑
j

λj|j〉 è ÷èñëî ε > 0.

Äëÿ |j〉 ñ íåíóëåâûìè λj 6= 0 ïóñòü

λj = 〈j|Ψ〉 ≈ signre(ε+ ε+ . . .+ ε︸ ︷︷ ︸
Mj

) + signimi(ε+ ε+ . . .+ ε︸ ︷︷ ︸
Nj

), (121)

ãäå signreεMj +signimiεNj ≈ λj åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå àìïëèòóäû λj ñ òî÷íî-
ñòüþ ε; Mj, Nj- íàòóðàëüíûå ÷èñëà, signre (im) = ±1. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå ñîîòíî-
øåíèå ñòðåìëåíèÿ èç (120) áóäåò âûïîëíåíî, è íàäî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå âòîðîãî
ñîîòíîøåíèÿ ïðè ñîãëàñîâàííîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì.

Ïðèáëèçèì êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû ýâîëþöèè òàê æå, êàê ìû ïðèáëèçèëè àì-
ïëèòóäû èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ:

〈i|A|j〉 ≈ ±(ε+ ε+ ...+ ε︸ ︷︷ ︸
Ri,j

)± i(ε+ ε+ ...+ ε︸ ︷︷ ︸
Ii,j

), (122)

ãäå Ri,j, Ii,j- íàòóðàëüíûå ÷èñëà; äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè - ñ òî÷íîñòüþ ε
êàæäóþ, à çíàêè ïåðåä äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè âûáèðàþòñÿ èñõîäÿ èç
òîãî, ÷òî äàííîå ïðèáëèæåíèå äîëæíî áûòü ìàêñèìàëüíî òî÷íûì äëÿ âûáðàííîãî ε.

Àìïëèòóäû ðåçóëüòèðóþùåãî ñîñòîÿíèÿ A|Ψ〉 ïîëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì âñåâîç-
ìîæíûõ âûðàæåíèé (121) íà âñåâîçìîæíûå âûðàæåíèÿ (122):

λj〈i|A|j〉 ≈ (signreMjε+ i signimNjε)(±Ri,jε± i Ii,jε). (123)

Ðàñêðîåì â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (123) ñêîáêè, íî íå áóäåì ïðîèçâîäèòü ñîêðà-
ùåíèé. Êàæäîå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ ε2 â àìïëèòóäû ðåçóëüòèðóþùåãî ñîñòîÿíèÿ
ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â ïðàâîé ÷àñòè (123) áóäåò ïîëó÷àòüñÿ óìíîæåíèåì îïðåäå-
ëåííîãî âõîæäåíèÿ ε â ïðàâóþ ÷àñòü (121) íà îïðåäåëåííîå âõîæäåíèå ε â ïðàâóþ
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÷àñòü (122). Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îäíî è òî æå âõîæäåíèå ε â (121)
ñîîòâåòñòâóåò íå îäíîìó, à íåñêîëüêèì âõîæäåíèÿì ε2 â ðåçóëüòàò, è ïîòîìó ìû íå
ìîæåì ñîïîñòàâèòü êâàíòû àìïëèòóäû íåïîñðåäñòâåííî âõîæäåíèÿì ε â (121).

Ñêîëüêèì âõîæäåíèÿì ε2 â àìïëèòóäû ñîñòîÿíèÿ A|Ψ〉 èç ðåçóëüòàòà ðàñêðûòèÿ
ñêîáîê â (123) ñîîòâåòñòâóåò îäíî âõîæäåíèå ε â ïðèáëèæåíèå àìïëèòóäû λj = 〈j|Ψ〉
ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉? Ýòî ÷èñëî - êðàòíîñòü äàííîãî âõîæäåíèÿ ε - ðàâíà

∑
i

(Ri,j + Ii,j).

Ýòè ÷èñëà ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà A è ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉.
Îäíàêî ïîñêîëüêó |Ψ〉 - ðàâíîâåñíîå îòíîñèòåëüíî A, òî

∑
i

(Ri,j + Ii,j) äëÿ ðàçíûõ j

áóäóò îäèíàêîâûìè.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ν =
∑
i

(Ri,j + Ii,j) - ýòî ÷èñëî âõîæäåíèé ε â ëþáîé ñòîëáåö

èç ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû (122); ýòî ÷èñëî ν èìååò ïîðÿäîê 1/ε ïðè ε→ 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zi,j ìíîæåñòâî âõîæäåíèé áóêâû ε â ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ
(122), è ïóñòü Zj =

⋃
i Zi,j. Òîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå Zj áóäåò ðàâíî ν.

Ðàññìîòðèì ìåíüøåå çíà÷åíèå êâàíòà àìïëèòóäû: ε = ε/ν. Ïîäñòàâèì â âûðà-
æåíèå (121) âìåñòî êàæäîãî âõîæäåíèÿ ε åãî ôîðìàëüíîå ðàçëîæåíèå âèäà ε =

ν︷ ︸︸ ︷
ε+ ε+ . . .+ ε, ïîëó÷èâ ðàçëîæåíèå àìïëèòóä èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ íà ÷èñëà ìåíü-
øåãî ðàçìåðà:

λj = 〈j|Ψ〉 ≈ signre(

ν︷ ︸︸ ︷
ε+ ε+ . . .+ ε+

ν︷ ︸︸ ︷
ε+ ε+ . . .+ ε+ . . .+

ν︷ ︸︸ ︷
ε+ ε+ . . .+ ε︸ ︷︷ ︸

Mj

)+

signimi(

ν︷ ︸︸ ︷
ε+ ε+ . . .+ ε+

ν︷ ︸︸ ︷
ε+ ε+ . . .+ ε+ . . .+

ν︷ ︸︸ ︷
ε+ ε+ . . .+ ε︸ ︷︷ ︸

Nj

).

(124)

Ïóñòü W j
1 ,W

j
2 , ...,W

j
Mj+Nj

- ìíîæåñòâà âõîæäåíèé áóêâû ε â ïðàâóþ ÷àñòü âûðà-

æåíèÿ (124), îòìå÷åííûå âåðõíèìè ôèãóðíûìè ñêîáêàìè. Â êàæäîì èç ýòèõ ìíî-
æåñòâ ν ýëåìåíòîâ, êàê è â îïðåäåëåííûõ ðàíåå ìíîæåñòâàõ Zj. Ïîýòîìó ìû ìîæåì
ïîñòðîèòü äëÿ êàæäîãî òàêîãî ìíîæåñòâà W j

s âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå âè-
äà ξ : W j

s → Zj. Äëÿ êàæäîãî âõîæäåíèÿ ε â (121) åñòåñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ åãî
ïîòîìêè - âõîæäåíèÿ ε â (124); ïîòîìêîâ äëÿ êàæäîãî âõîæäåíèÿ áóäåò ν.

Ìû îïðåäåëèì êâàíòîâàíèå àìïëèòóä θ = θ(ε) òàê, ÷òî èäåíòèôèêàòîðû id êâàí-
òîâ àìïëèòóä κ ∈ θ áóäóò ïðîñòî âõîæäåíèÿìè ε â ðàçëîæåíèÿ (124) äëÿ âñåõ j.
Îïðåäåëèì, êàê òðåáóåòñÿ â (117), íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è íà÷àëüíûé òèï ýòîãî êâàí-
òà êàê ñîñòîÿíèå è òèï äàííîãî âõîæäåíèÿ. Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ïåðåõîäû ñîñòîÿíèé
è òèïîâ. Ýòî îïðåäåëåíèå äàåòñÿ ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

Êàæäîé ïàðå âèäà (wjs, ξ(w
j
s)), ãäå w

j
s ∈ W j

s , ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïåðåõîä ñî-
ñòîÿíèé è ïåðåõîä òèïîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. À èìåííî, ïåðåõîä ñîñòîÿíèé áóäåò
èìåòü âèä j → i äëÿ òàêîãî i, ÷òî ξ(wjs) ∈ Zi,j; ïåðåõîä æå òèïîâ tin → tfin îïðåäåëÿ-
åòñÿ òàê, ÷òî tin åñòü òèï âõîæäåíèÿ

4 wjs, à òèï tfin åñòü ïðîèçâåäåíèå òèïà âõîæäåíèÿ

4Òèï âõîæäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïóòåì ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê, íàïðèìåð, äëÿ âõîæ-
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Ðèñ. 59: A. Óìíîæåíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íà ìàòðèöó. Âêëàä êàæäîãî âõîæäåíèÿ ε
óìíîæàåòñÿ íà ε. B. θ- ñäâèã èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ðàçìåð êâàíòà àìïëèòóäû ε èìååò
ïîðÿäîê ε2.

tin íà òèï âõîæäåíèÿ ξ(wjs). Ìíîæåñòâà W j
s íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè ðàçíûõ ïàðàõ j, s,

ïîýòîìó ìû ñ÷èòàåì îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ξ âñå âõîæäåíèÿ áóêâû ε â ïðà-
âóþ ÷àñòü (124) (ñì. Ðèñ. 59).

Ïóñòü òåïåðü ïåðåõîä ñîñòîÿíèé è òèïîâ äëÿ äàííîãî êâàíòà κ ∈ θ ñîîòâåòñòâóåò
îòîáðàæåíèþ ξ â îïðåäåëåííîì âûøå ñìûñëå. Óñëîâèå Q ïðè ýòîì áóäåò âûïîëíåíî,
òàê êàê â âûðàæåíèè äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà (122) íåò ñîêðàùàþùèõñÿ ÷ëåíîâ.
Ïîýòîìó ìû îïðåäåëèëè êâàíòîâàíèå àìïëèòóäû.

Â ñèëó íàøåãî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ξ, ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä â ñîñòîÿíèè |θΨ〉
áóäåò ïðèìåðíî ïðîïîðöèîíàëüíûì ðàñïðåäåëåíèþ àìïëèòóä â ñîñòîÿíèè A|Ψ〉, ïðè-
÷åì òî÷íîñòü áóäåò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè ñ óìåíüøåíèåì ε äî íóëÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
îïðåäåëèòü íóæíîå äëÿ ñîãëàñîâàííîñòè θ ñ îïåðàòîðîì A çíà÷åíèå ôóíêöèè c(ε),
ïîäñ÷èòàåì âêëàä êàæäîãî âõîæäåíèÿ ε2 â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (123) è ñðàâíèì
åãî ñ âêëàäîì ñîîòâåòñòâóþùåé åìó áóêâû ε â |θΨ〉.

Çàôèêñèðóåì êàêîé-ëèáî ïåðåõîä òèïîâ tin → tfin è ïåðåõîä ñîñòîÿíèé sin → sfin.
Áóäåì íàçûâàòü âõîæäåíèå ε2 â ðåçóëüòàò ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â (123) ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì ýòèì ïåðåõîäàì, åñëè j = sin, i = sfin, è ýòî âõîæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì
âõîæäåíèÿ ε òèïà tin â ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ïðàâîé ÷àñòè (123) íà âõîæäåíèå ε âî
âòîðîé ñîìíîæèòåëü òèïà t′, òàê ÷òî tint

′ = tfin. Êàæäîìó òàêîìó âõîæäåíèþ ε2

ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí êâàíò àìïëèòóäû ðàçìåðà ε èç êâàíòîâàíèÿ àìïëèòóäû,
îïðåäåëåííîãî âûøå ÷åðåç ôóíêöèþ ξ, ó êîòîðîãî òå æå ñàìûå ïåðåõîäû ñîñòîÿíèé
è òèïîâ: ýòîò êâàíò ñîîòâåòñòâóåò òîìó âõîæäåíèþ ε, êîòîðîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì
îòîáðàæåíèåì ξ ïåðåâîäèòñÿ â äàííîå âõîæäåíèå ε2 (ñì. Ðèñ. 60).

Èòàê, âõîæäåíèÿ ε2 â (123) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ
âõîæäåíèÿìè ε â (124) è ìû ïîëó÷àåì c(ε) = εν.

äåíèÿ ...− iε... òèïîì áóäåò −i.
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Ðèñ. 60: Äåðåìèíèçì òðàåêòîðèé ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 íà ìàòðèöó
A. Êàæäûé êâàíò àìïëèòóäû ïåðåõîäèò â îïðåäåëåííûé êâàíò àìïëèòóäû ðåçóëü-
òèðóþùåãî ñîñòîÿíèÿ, è íåò âåòâëåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè A = 0, ìû ìîæåì âçÿòü c(ε) = 0 è ëþáîå êâàíòîâàíèå àìïëè-
òóäû áóäåò ïîäõîäèòü.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì ÷òî åñëè ìû îòêàæåìñÿ îò óñëîâèÿQ è óñëîâèÿ ðàâíîâåñíîñòè ñîñòîÿíèÿ
|Ψ〉 îòíîñèòåëüíî A, ìû òîæå ñìîæåì îïðåäåëèòü ìàòðè÷íûé äåòåðìèíèçì, òîëüêî
ìû äîëæíû òîãäà ââåñòè ðóäèöèðóåìûå ÷ëåíû âèäà ε−ε â ýëåìåíòû ìàòðèöû; òîãäà
ôîðìàëüíûå âõîæäåíèÿ àìïëèòóä âî âñå ñòîëáöû A áóäóò ñîäåðæàòü îäèíàêîâîå
÷èñëî ÷ëåíîâ, è ðàññóæäåíèÿ îñòàíóòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, íî èíòåðôåðåíöèÿ òåïåðü
áóäåò èìåòü ìåñòî íå òîëüêî ìåæäó íàñëåäíèêàìè ðàçíûõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé, êàê
äëÿ ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé |Ψ〉, òî òàêæå è ìåæäó íàñëåäíèêàìè îäíîãî è òîãî æå
ñîñòîÿíèÿ.

Îòìåòèì òàêæå, êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ãåé-
òû CNOT è Àäàìàðà èìåþò òî ñâîéñòâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãåéòà ÷èñëî ýëåìåíòîâ âî
âñåõ Zj îäèíàêîâî, òàê ÷òî äëÿ òàêèõ âû÷èñëåíèé äåòåðìèíèçì îáåñïå÷åí ñ èíòåð-
ôåðåíöèåé òîëüêî ìåæäó îáðàçàìè ðàçíûõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé. Â ÷àñòíîñòè, òàêîâ
àëãîðèòì Ãðîâåðà.

Áîëåå òîãî, äëÿ ðåàëèçàöèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé ÷åðåç ãåéòû íà îïòè÷åñêèõ
ïîëîñòÿõ (ñì., íàïðèìåð, [39]), ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷åííûå ïîñëå èõ ïðèìåíåíèÿ, áóäóò
ñâÿçàííûìè, òàê ÷òî èíòåðôåðåíöèÿ â õîäå òàêèõ âû÷èñëåíèé áóäåò îáëàäàòü òåì
æå ñâîéñòâîì.
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16 Çàêëþ÷åíèå

Ìû ïðåäñòàâèëè àðãóìåíòû â ïîëüçó òîãî, ÷òî ñòàíäàðòíûé ìàòðè÷íûé âîðìà-
ëèçì êâàíòîâîé ìåõàíèêè â îáëàñòè ñëîíûõ ñèñòåì äîëæåí áûòü îãðàíè÷åí ñîîòíî-
øåíèåì íåîïðåäåëåííîñòåé �òî÷íîñòü - ñëîæíîñòü� âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, ãäå êîýôôè-
öèåíò ðàâåí âåðõíåé ãðàíèöå ÷èñëà êóáèòîâ, êîòîðûå ìîãóò èìåòü íåðåäóöèðîâàííîå
çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå. Ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò íèêàêèì ýêñïåðèìåíòàì íàä ìíîãîêó-
áèòíûìè ñèñòåìàìè, íî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìîäåëè òàêèõ ñèñòåì íà ñóùåñòâóþùèõ
ñóïåðêîìïüþòåðàõ. Äàííîå îãðàíè÷åíèå òàêæå êàñàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè áàçèñîâ â
ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé è âëå÷åò ìèíèìàëüíóþ íåíóëåâóþ àìïëèòóäó äëÿ ñóïåðïî-
çèöèé. Ðàçìåð êâàíòà àìïëèòóäû ìîæíî ïðèáëèçèòåëüíî íàéòè â ýêñïåðèìåíòàõ ïî
ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Ãðîâåðà. Êâàíòîâàíèå àïëèòóä äàåò âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ
â êâàíòâîóþ òåîðèþ íåêîòîðîãî òèïà äåòåðìèíèçìà, êîòîðûé íå ñâîäèòñÿ ê êâàçè-
êëàññè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ.

17 Ëåêöèÿ 10. Êâàíòîâàÿ íåëîêàëüíîñòü, íåðàâåí-

ñòâî Áåëëà è ðàñïðåäåëåííûå êâàíòîâûå âû÷èñ-

ëåíèÿ

Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà, äîêàçûâàþùåãî íàëè÷èå êâàíòîâîãî ìãíîâåííîãî äåéñòâèÿ
íà ðàññòîÿíèè, áûëà ïðåäëîæåíà Äæ.Áåëëîì â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ([45],[46]); ñàìè æå
ýêñïåðèìåíòû áûëè ïðîâåäåíû âïåðâûå â 1980-õ ãîäàõ À.Àñïåêîì è À.Öàéëèíãåðîì
([47], [48], à òàêæå ññûëêè â ðàáîòàõ [49] è [50]). Â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ çàïóòàííîñòü
ïðîÿâëÿåòñÿ íå íà àíãñòðåìíûõ ðàññòîÿíèÿõ, êàê â ìîëåêóëå âîäîðîäà, à íà ðàññòî-
ÿíèÿõ â íåñêîëüêî ñîòåí êèëîìåòðîâ.

Â ýêñïåðèìåíòå ïîëó÷àþòñÿ ñîñòîÿíèÿ âèäà |Ψ〉 = 1√
2
|00〉 + 1√

2
|11〉 äëÿ ôîòîíîâ,

êîòîðûå äåòåêòèðóþòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ñ íåñêîëüêî ñîòåí êèëîìåòðîâ ìåæäó íèìè.
Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ïåðâûé ôîòîí äåòåêòèðóåòñÿ íàáëþäàòåëåì Àëèñîé, à âòîðîé
- Áîáîì. Óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòà òàêîâû, ÷òî ó Àëèñû åñòü äâå âîçìîæíîñòè âûáðàòü
äåòåêòîð, òî åñòü èçìåðèòåëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé åå êóáèòà, è ó Áî-
áà - òîæå äâå âîçìîæíîñòè. À èìåííî, Àëèñà ìîæåò âûáðàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðà
ýðìèòîâà îïåðàòîðà σx èëè σz, à Áîá: (σx + σz)/

√
2 èëè (σx− σz)/

√
2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó ó âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ îïåðàòîðîâ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òîëüêî 1 èëè −1,
ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Àëèñà ïîëó÷èëà çíà÷åíèå X èëè Y , à Áîá - a èëè b ñîîòâåò-
ñòâåííî, â âûøåïðèâåäåííîì ïîðÿäêå. Íàïðèìåð, ìîæåì óñëîâèòüñÿ, ÷òî 1 îçíà÷àåò,
÷òî äåòåêòèðóåòñÿ ôîòîí ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé, à −1 - ñ âåðòèêàëüíîé
(îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëîæåíèÿ äåòåêòîðà). Ýòî ýêâèâàëåíòíî âûáîðó
êàæäûì ó÷àñòíèêîì ýêñïåðèìåíòà íàáëþäàåìîé (ñì. Ãëàâó 1) èç äâóõ âîçìîæíîñòåé,
äëÿ êàæäîé - ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2.

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ êàê ïðîèçâåäåíèå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé Àëè-
ñû è Áîáà, âçÿòîå ñî çíàêîì ìèíóñ, â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûáîðû äåòåêòîðîâ áûëè
Y è b ñîîòâåòñòâåííî, è ïðîèçâåäåíèå ðåçóëüòàòîâ ñî çíàêîì ïëþñ âî âñåõ äðóãèõ
ñëó÷àÿõ. Çíà÷åíèå òàêîé âåëè÷èíû ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì óìíîæåíèåì è íàäëåæàùèì
èçìåíåíèåì çíàêà, ïîñëå òîãî, êàê Àëèñà è Áîá âûÿñíèëè, êàêóþ îðèåíòàöèþ äåòåê-
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òîðîâ èçáðàë êàæäûé èç íèõ; â õîäå ñàìîãî èçìåðåíèÿ îíè íå ñîãëàñîâûâàþò ñâîåãî
âûáîðà.

Àëèñà è Áîá ïîëó÷àþò îäíó çà îäíîé ïàðû áèôîòîíîâ â ñîñòîÿíèè 1√
2
(|00〉+ |11〉)

è ïðîèçâîäÿò ñâîè èñïûòàíèÿ ñî ñëó÷àéíî âûáðàííûìè íàáëþäàåìûìè, ñîñòàâëÿÿ
ïðîòîêîë ýêñïåðèìåíòîâ. Çàòåì ñõîäÿòñÿ âìåñòå è âû÷èñëÿþò çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ, êîòîðàÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ çíà÷åíèé íàáëþäàåìûõ Àëèñû è Áîáà,
åñëè èõ âûáîð äåòåêòîðîâ áûë: Y, a èëè X, b èëè Y, a, è ïðîèçâåäåíèþ ýòèõ çíà÷åíèé
ñ îáðàòíûì çíàêîì, åñëè âûáîð áûë Y, b.

Ïðè ïîâåðõíîñòíîì âçãëÿäå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî X, Y, a, b åñòü ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû, ñ êîòîðûìè ìîæíî îïåðèðîâàòü, êàê ñ îáû÷íûìè ÷èñëàìè. Âðåìåííî ïðèìåì
òàêóþ òî÷êó çðåíèÿ, è ïðîâåäåì íåêîòîðûé íåñëîæíûé ïîäñ÷åò ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ E âåëè÷èíû ξ. Ìû âûíåñåì X è Y çà ñêîáêè â âûðàæåíèè

E = Xa+Xb+ Y a− Y b, (125)

êîòîðîå ïîëó÷èòñÿ, åñëè ñëîæèòü âñå âîçìîæíûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ξ. Òîãäà
ïîëó÷èòñÿ, ÷òî â îäíîé ñêîáêå ñòîèò 0, à â äðóãîé - ÷èñëî, ïî ìîäóëþ ðàâíîå 2. Òîãäà
ìîæíî îöåíèòü E êàê |E| = 2/4 = 1/2, ïîñêîëüêó âñå ÷åòûðå âûáîðà îðèåíòàöèé
äåòåêòîðà ðàâíîâåðîÿòíû. Åñòåñòâåííî, äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y, a, b ìû áóäåì
èìåòü òî÷íî òàêîå æå íåðàâåíñòâî, ïðè÷åì áåçðàçëè÷íî, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè çàâèñèìû-
ìè, èëè íåò. Çíà÷èò, è äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿM(ξ) âåëè÷èíû ξ ìû ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

M(ξ) ≤ 1/2, (126)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Áåëëà.

À òåïåðü ïîäñ÷èòàåì M(ξ) äëÿ âûïèñàííûõ íàìè íàáëþäàåìûõ ñ ïîìîùüþ êâàí-
òîâî - ìåõàíè÷åñêîãî ïðàâèëà 〈A〉Ψ = tr(ρΨA) îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë) ýðìèòîâà îïåðàòîðà A â ñîñòîÿíèè Ψ5. Íåñëîæíûé ðàñ÷åò6 ïîêàæåò,
÷òî M(ξ) = 1

4
2
√

2 (ìíîæèòåëü 1/4 âåçäå âîçíèêàåò èç-çà ðàâíîâåðîÿòíîñòè âûáîðà
âñåõ 4 êîìáèíàöèé äåòåêòîðîâ). Èìåííî ýòî è äåòåêòèðóåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå, ê êîòî-
ðîìó ìû åùå âåðíåìñÿ. Â ÷åì æå äåëî? Ãäå ìû äîïóñòèëè îøèáêó â ðàññóæäåíèè?
Î÷åâèäíî, âîçìîæíîñòü åå ñîâåðøèòü òîëüêî îäíà: ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðå-
çóëüòàòû èçìåðåíèé Àëèñû è Áîáà âûðàæàþòñÿ êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X, Y, a, b
èñïîëüçîâàëîñü íàìè íåñòðîãî, â ñèëó òîãî, ÷òî ìû íå ïðèìåíÿëè îïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñåé÷àñ ìû âîñïîëíèì ýòîò ïðîáåë, è óâèäèì, êàê ýòî ïðèâåäåò
íàñ ê íîâîìó ïîíèìàíèþ ñìûñëà ýêñïåðèìåíòà ñ äâóìÿ çàïóòàííûìè ôîòîíàìè.

Ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò áîëåå ñòðîãî. Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
êîëìîãîðîâñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè. Îíà âêëþ÷àåò 3 îáúåêòà: âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, è èõ ÷èñëåííûå õàðàêòåðèñòèêè. Ñíà÷àëà îïðåäå-
ëèì öåíòðàëüíîå ïîíÿòèå: ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ýòî (ó íàñ âñåãäà êî-
íå÷íîå) ìíîæåñòâî

Ω = {ω1, ω2, . . . , ωk},
5Îíî âûòåêàåò èç îïðåäåëåííèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýðìèòîâà

îïåðàòîðà A: 〈A〉 = 〈Ψ|A|Ψ〉. Ñëóøàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ à) äîêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
íàáëþäàåìîé A â ñîñòîÿíèè |Ψ〉 âû÷èñëÿåòñÿ ïî äàííîé ôîðìóëå, è á) ïðèâåäåííóþ â òåêñòå ôîð-
ìóëó, èñõîäÿ èç äàííîé.

6Íàäî ðàññìîòðåòü âñå ñëó÷àè îðèåíòàöèè äåòåêòîðîâ, è äëÿ êàæäîãî ñîñòàâèòü ðåäóöèðîâàííóþ
ìàòðèöó ïëîòíîñòè íàøåãî ñîñòîÿíèÿ, à çàòåì ïðèìåíèòü ïðàâèëî ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.
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êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî îòðàæàåò âñþ ñóùíîñòü ìèðà, èãðàþùóþ ðîëü äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ýêñïåðèìåíòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûáðàâ êàêîé ëèáî ýëåìåíò ωj ∈ Ω,
ìû àâòîìàòè÷åñêè âûáèðàåì èñõîä ëþáîãî ýêñïåðèìåíòà èç ðàññìàòðèâàåìîãî íà-
áîðà, âêëþ÷àÿ ïîëîæåíèå äåòåêòîðà, ñîñòîÿíèå âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â íåì, à
òàêæå âñåõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ìû äàæå íå çíàåì, íî êîòîðûå îïðåäåëÿþò, êàêîâ
áóäåò èñõîä ýêñïåðèìåíòà7.

Â ñèëó íåãèáêîé ôîðìû �çàïðåòà íà ñêðûòûå ïàðàìåòðû� â êîïåíãàãåíñêîé êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå, ìû â åå ðàìêàõ íå èìååì âîçìîæíîñòè ðàññìîòðåòü äàæå ïðèáëèæå-
íèå ìíîæåñòâà Ω. Òàêèì îáðàçîì, òî÷íîå ðàññìîòðåíèå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷
äëÿ ìíîãèõ ÷àñòèö îáÿçàíî âûõîäèòü çà ïðåäåëû êîïåíãàãåíñêîé êâàíòîâîé òåîðèè.
Âûõîä çà ïðåäåëû ïîäðàçóìåâàåò íå íàðóøåíèå çàêîíîâ, à ðàññìîòðåíèå ñóùíîñòåé,
íåäîñòóïíûõ â êîïåíãàãåíñêîé òåîðèè. Ìîæíî âûðàçèòüñÿ èíà÷å. Ñòàíäàðòíûå çà-
äà÷è êâàíòîâîé òåîðèè, ïîäðàçóìåâàþùèå èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà âîëíîâûõ ôóíê-
öèé è ïðîåêöèé, íå äîëæíû èñïîëüçîâàòü ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ, òî åñòü íå äîëæíû
êàñàòüñÿ âåðîÿòíîñòíîé ñòðóêòóðû âîëíîâîé ôóíêöèè. Ê ñòàíäàðòíûì îòíîñÿòñÿ çà-
äà÷è î ïîâåäåíèè îäíîé êâàíòîâîé ÷àñòèöû èëè ñâîäÿùèåñÿ ê íèì. Îäíàêî íàøà
çàäà÷à î çàïóòàííûõ ôîòîíàõ íå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé, ïîñêîëüêó îíà êàñàåòñÿ óæå
äâóõ ÷àñòèö. Õîòÿ çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå äâóõ ÷àñòèö â íåêîòîðîì ñìûñëå ìîæíî
ñâåñòè ê îäíî÷àñòè÷íîìó, íî îïåðàòîðû íàáëþäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå Àëèñîé è Áîáîì
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå, è ïîòîìó ìû èìååì äåëî ñ ñóùåñòâåííî íå îäíî÷àñòè÷íûì
êâàíòîâûì ñîñòîÿíèåì. Èíîãäà äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ õâàòàåò àðñåíàëà êîïåíãà-
ãåíñêîé òåîðèè, íî íàø ñëó÷àé ÿâíî íå îòíîñèòñÿ ê ýòîé êàòåãîðèè, è ïîòîìó ìû
äîëæíû äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàòü òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé, ðàññìîòðåâ
ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω. Îãðàíè÷åíèå ñòàíäàðòíîãî ôîðìàëèçìà çäåñü
â òîì, ÷òî ìû äîëæíû ñ÷èòàòü ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íûì; õîòÿ â äàííîì ñëó÷àå ýòî
íèêàê íå ñêàæåòñÿ íà âûâîäàõ.

Íà ìíîæåñòâå S âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω íàäî îïðåäåëèòü òàê íàçûâàåìóþ âåðîÿò-
íîñòü - ôóíêöèþ âèäà P : S −→ [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùóþ àêñèîìàì âåðîÿòíîñòè:
P (A ∪ B) = P (A) + P (B) äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ A,B ∈ S, P (∅) = 0, P (Ω) = 1.
Îïðåäåëèòü P î÷åíü ïðîñòî: P (A) åñòü ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ÷èñëà âñåõ ýëåìåíòîâ A
íà k. Ýòî èíîãäà íàçûâàþò ÷àñòîòíûì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè.

Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà

ξ : Ω −→ R.

Ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïî ñòàí-
äàðòíîé ôîðìóëå M(ξ) =

∑
x∈R

xP ({ω ∈ Ω | ξ(ω) = x}).

Íàäî ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî áåññìûñëåííî èñêàòü �îáúÿñíåíèÿ� ýêñïåðèìåíòà ñ áè-
ôîòîíàìè, íå ïðèáåãàÿ ê ïðèâåäåííîìó âûøå ñòðîãîìó îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè.
Åäèíñòâåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ �âåðîÿòíîñòü� âûòåêà-
åò èç ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ. Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê ýòîò àðñåíàë ïðèìåíÿåòñÿ
ê ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ñîñòîÿíèå |Ψ〉 äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ôîòî-
7Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ìû íå çíàåì ñòðóêòóðû Ω, íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè. Ìû âñå ðàâíî äîëæíû

ðàññìàòðèâàòü ýòîò îáúåêò ÿâíî, åñëè ãîâîðèì î âåðîÿòíîñòÿõ.
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íîâ ïðåäñòàâëÿåò åäèíûé âåêòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω, ÷òî âñå âåëè÷èíû
X, Y, a, b ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè íàä ýòèì ïðîñòðàíñòâîì, òî åñòü ôóíê-
öèÿìè îò ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ: X(ω), Y (ω), a(ω), b(ω).

Òåïåðü ìû äîëæíû ïåðåôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòà íà ÿçûêå òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé. Ó íàñ åñòü ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ. Àëèñà è Áîá, íåçàâèñèìî äðóã îò äðó-
ãà è ñîâåðøåííî ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò êàæäûé êàêîå-ëèáî îäíî ñîñòîÿíèå
äåòåêòîðà èç èìåþùèõñÿ ó íåãî äâóõ âîçìîæíîñòåé, ñðàçó æå ïîñëå ÷åãî êàæäûé
ôîòîäåòåêòîð äåòåêòèðóåò ïîïàâøèé â íåãî ôîòîí (êîíêðåòíûé ðåçóëüòàò èçìåðå-
íèÿ åñòü 1, åñëè ïîëó÷åíî ñîñòîÿíèå |ε1〉 èç áàçèñà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà
íàáëþäàåìîé, è −1 - åñëè |ε2〉, - âûáîð èç ýòèõ àëüòåðíàòèâ îñóùåñòâëÿåòñÿ èñõîäÿ
èç îñîáåííîñòåé äåòåêòîðà). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûáîð îðèåíòàöèè äåòåêòîðà Àëèñîé
âõîäèò â íåêîòîðûé îáúåêò ω1, à âûáîð îðèåíòàöèè äåòåêòîðà Áîáà âõîäèò â îáú-
åêò ω2, òàê ÷òî ýëåìåíòàðíûé ñëó÷àéíûé èñõîä îäíîãî ýêñïåðèìåíòà ω ∈ Ω èìååò
âèä (ω1, ω2). Åñëè ó ôîòîíîâ åñòü êàêèå-ëèáî ñêðûòûå ïàðàìåòðû, òî ïàðàìåòðû
ôîòîíà, ïðèëåòåâøåãî ê Àëèñå, ìû ñ÷èòàåì âõîäÿùèìè â ω1, à äëÿ ôîòîíà, ïðèëå-
òåâøåãî ê Áîáó - â ω2. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Ω = Ω1 × Ω2,
ãäå ìíîæåñòâà Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâóþò âûáîðàì Àëèñû è Áîáà ñîîòâåòñòâåííî. Òàêîå
ïðåäïîëîæåíèå âûðàæàåò òàê íàçûâàåìóþ ñâîáîäó âîëè ó îáîèõ ó÷àñòíèêîâ ýêñïå-
ðèìåíòà. Îòñóòñòâèå ñâîáîäû âîëè îçíà÷àëî áû ïîïðîñòó òî, ÷òî âûáîð, ñêàæåì,
Àëèñû, àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿë áû è âûáîð Áîáà. Â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ âî-
ïðîñ ñ îðèåíòàöèåé ðåøàåòñÿ íå ëþäüìè, à ýëåêòðîíèêîé, èñõîäÿ èç òàêèõ ñîáûòèé,
êîòîðûå ñ òî÷êè çðåíèÿ çäðàâîãî ñìûñëà, îáÿçàíû áûòü íåçàâèñèìûìè (íàïðèìåð,
ïîòîêè ïîñòîðîííèõ ôîòîíîâ èç ðàçíûõ îáëàñòåé êîñìè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà). Ñâî-
áîäà âîëè ó÷àñòíèêîâ ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïðåäïîëîæåíèåì, åñëè
ìû çàíèìàåìñÿ íàóêîé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì, ÷òî åñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X, Y, a, b. Ïîñêîëüêó ω1 àâ-
òîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ äåòåêòîðà Àëèñû, îáîçíà÷èì ÷åðåç ΩX

1 òàêîå
ïîäìíîæåñòâî Ω1, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòàöèè äåòåêòîðà X, è àíàëîãè÷íî îáî-
çíà÷èì ïîäìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå Y, a, b. Ïðè ýòîì Ω1 áóäåò ñóììîé íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ΩX

1 è ΩY
1 , à Ω2 - ñóììîé òàêæå íå ïåðåñåêàþùèõñÿ Ωa

2 è Ωb
2.

Ìû äîëæíû ïðèíÿòü, ÷òî ðåçóëüòàò äåòåêòèðîâàíèÿ Àëèñû åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ξ1(ω1, ω2), à ðåçóëüòàò äåòåêòèðîâàíèÿ Áîáà åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ2(ω1, ω2),
òàê ÷òî îáùèé ðåçóëüòàò åñòü äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ξ = (ξ1, ξ2), ïðè÷åì X åñòü
îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè ξ(ω1, ω2) íà îáëàñòü ω1 ∈ ΩX

1 , Y åñòü îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè
ξ(ω1, ω2) íà îáëàñòü ω1 ∈ ΩY

1 , a åñòü îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè ξ íà îáëàñòü ω2 ∈ Ωa
2, è b

- íà îáëàñòü ω2 ∈ Ωb
2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü âåëè÷èíû X, Y, a, b îïðåäåëåíûìè íà

âñåì ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω, ìû äîïîëíèì èõ íóëåì â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå
îíè íå îïðåäåëåíû íàìè ÿâíî.

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ òàê:

ξ(ω1, ω2) =

{
ξ1(ω1, ω2)ξ2(ω1, ω2), åñëè ω1 /∈ ΩY

1 èëè ω2 /∈ Ωb
2,

−ξ1(ω1, ω2)ξ2(ω1, ω2), åñëè ω1 ∈ ΩY
1 è ω2 ∈ Ωb

2.

Òîãäà ìû èìååì: ξ = Xa+Xb+ Y a− Y b.

Ïîñ÷èòàåì åå ìàòîæèäàíèå ïî ïðèâåäåííîìó îïðåäåëåíèþ, âûáðàâ ÷àñòîòíîå îïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Ó íàñ ïîëó÷èòñÿ
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M(ξ) = 1
k

∑
ω1,ω2

X(ω1, ω2)a(ω1, ω2) +X(ω1, ω2)b(ω1, ω2)

+Y (ω1, ω2)a(ω1, ω2)− Y (ω1, ω2)b(ω1, ω2).

Îòìåòèì, ÷òî ìû ïðè ýòîì ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìíîãèå íàçûâàþò ðåàëèçìîì.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû èìååì ïðàâî íåîäíîêðàòíî ïîëüçîâàòüñÿ îãðàíè÷åííûì êî-
ëè÷åñòâîì áóêâ ωj òàê, ÷òî ëþáûå èõ êîìáèíàöèè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðåàëüíûì
ýêñïåðèìåíòàì ïî äåòåêòèðîâàíèþ ôîòîíîâ. Ïî èíîìó ýòî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
êàê ñâîáîäó âîëè ïðè âûáîðå èç êîíå÷íîãî íàáîðà âàðèàíòîâ ðåàëüíîñòè. Íåòðóä-
íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñ äàííûì âûðàæåíèåì äëÿ ìàòîæèäàíèÿ íåâîçìîæíî ïîñòóïèòü
òàê, êàê ýòî áûëî âûøå ïðîäåëàíî ñ ÷èñëàìè ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà Áåëëà
(126), â ñèëó íàëè÷èÿ àðãóìåíòîâ ó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëü-
êó ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ îäíîãî èç ó÷àñòíèêîâ çàâèñèò îò ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ äëÿ
íèõ îáîèõ, ìû äîëæíû áûëè áû âìåñòî âûðàæåíèÿ (125) íàïèñàòü äðóãîå âûðàæå-
íèå: E = Xa+X ′b+Y a′−Y ′b′, è ó íàñ íå ïîëó÷èëîñü áû âûíåñåíèÿ çà ñêîáêè îáùèõ
ìíîæèòåëåé, òî åñòü íàøå íàèâíîå ðàññóæäåíèå áûëî áû íåâåðíûì.

Îäíàêî ïðåäïîëîæèì, ÷òî, ïîìèìî î÷åâèäíîãî äëÿ íàñ ðåàëèçìà, ó íàñ èìååò-
ñÿ åùå è òàê íàçûâàåìàÿ ëîêàëüíîñòü. Êðàòêî ãîâîðÿ, ëîêàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî
ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ Àëèñû íèêàê íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè äåòåêòîðà Áîáà è íà-
îáîðîò. Ìû îáñóäèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ëîêàëüíîñòè íèæå. Ôîðìàëüíî ëîêàëüíîñòü
îçíà÷àåò, ÷òî X è Y çàâèñÿò òîëüêî îò ω1, à a è b - òîëüêî îò ω2. Òîãäà ìû ñìîæåì
ïðîäåëàòü ñ âûðàæåíèåì äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ òîò æå ñàìûé òðþê, ÷òî
è ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà Áåëëà. À èìåííî, ìû ñãðóïïèðóåì âñå ñëàãàåìûå
áîëüøîé ñóììû â ãðóïïû ïî 4 âèäà

X(ω1)a(ω′2) +X(ω1)b(ω2) + Y (ω′1)a(ω′2)− Y (ω′1)b(ω2),

ñîñòîÿùèå èç íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ, òàê ÷òî âíóòðè êàæäîé ãðóïïû ìîæíî áóäåò âûíåñòè
X è Y çà ñêîáêè, è òàê æå êàê è âûøå äîêàçàòü, ÷òî ýòà ãðóïïà íå ïðåâûøàåò 2.
Ïîñêîëüêó â ãðóïïå çàäåéñòâóåòñÿ 4 ðàçëè÷íûõ ω, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ξ íå ïðåâîñõîäèò 1/2. Òî åñòü ëîêàëüíîñòü âåäåò ê âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà
Áåëëà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî èç ýêñïåðèìåíòà ïî äåòåêòèðîâàíèþ
áèôîòîíîâ âûòåêàåò íåëîêàëüíîñòü êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëîêàëüíîñòü ïîäðîáíåå. Îíà îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê Áîáó, çàâèñÿò íå òîëüêî îò åãî êîìïîíåíòû ýëåìåíòàðíîãî
èñõîäà, íî è îò êîìïîíåíòû, ïðèíàäëåæàùåé Àëèñå, è íàîáîðîò, òî åñòü âñå èñõîäû
X, Y, a, b çàâèñÿò êàê îò ω1, òàê è îò ω2.

Êàê ýòî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî? Òîëüêî òàê: åñòü íåêîòîðûé îáúåêò ω̃, êîòîðûé
ïóòåøåñòâóåò îò Àëèñû ê Áîáó è îáðàòíî, ïåðåíîñÿ èíôîðìàöèþ î äðóãîé ïîëî-
âèíêå ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà ñîîòâåòñòâóþùåãî ýêñïåðèìåíòà. Åñëè ýòîò îáúåêò ω̃
ïîä÷èíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèþ ðåëÿòèâèçìà, è íå ìîæåò ïåðåäâèãàòüñÿ áûñòðåå ñâåòà,
òî ìû ìîæåì âûâåñòè îãðàíè÷åíèÿ íà âðåìåíà èñïóñêàíèÿ áèôîòîíà èñòî÷íèêîì è
âðåìåí äåòåêòèðîâàíèÿ ïðèáûòèÿ êàæäîãî èç ôîòîíîâ Àëèñîé è Áîáîì. Ïóñòü ∆t
- åñòåñòâåííàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ìîìåíòà èñïóñêàíèÿ áèôîòîíà èñòî÷íèêîì, î êî-
òîðîé ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå áèôîòîíû, âðåìÿ èñïóñêàíèÿ êîòîðûõ ëåæèò âíå
ýòîãî äèàïàçîíà, íå èãðàþò íèêàêîé ðîëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòèêè â äàííîì ýêñ-
ïåðèìåíòå. Íàëè÷èå òàêîãî èíòåðâàëà åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ
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íåîïðåäåëåííîñòè �ýíåðãèÿ-âðåìÿ�. Òåïåðü ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñû Àëèñû, Áîáà,
è èñòî÷íèêà áèôîòîíà òî÷íî ñèíõðîíèçèðîâàíû, è ââåäåì âåëè÷èíó δt, ðàâíóþ ðàç-
íîñòè ìîìåíòà ñðàáàòûâàíèÿ äåòåêòîðà è ìîìåíòà âûáîðà åãî ïîëîæåíèÿ (òî åñòü âû-
áîðà ìåæäó X è Y è ìåæäó a è b). Òîãäà, åñëè ìàòåðèàëüíûé îáúåêò ω̃, ïåðåíîñÿùèé
èíôîðìàöèþ î äðóãîé ïîëîâèíêå ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà, ïîä÷èíÿåòñÿ ðåëÿòèâèçìó,
òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

∆t+ δt ≥ d/c, (127)

ãäå d åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó Àëèñîé èëè Áîáîì, è èñòî÷íèêîì áèôîòîíîâ, c ñêîðîñòü
ñâåòà.

Ýêñïåðèìåíòû ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî íàðóøàåòñÿ äëÿ áèôîòîíîâ,
äåòåêòèðóåìûõ íà ðàññòîÿíèÿõ â íåñêîëüêî ñîò êèëîìåòðîâ, ÷òî èìååò ñîâåðøåííî
ôóíäàìåíòàëüíûå ñëåäñòâèÿ äëÿ êâàíòîâîé òåîðèè. Äåéñòâèòåëüíî, íàðóøåíèå (127)
ãîâîðèò î òîì, ÷òî ω̃ íå ìîæåò áûòü ñêðûòûì ïàðàìåòðîì íè îäíîãî èç ôîòîíîâ.8 Òî
åñòü ω̃ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíîñèò èíôîðìàöèþ îá îðèåíòàöèè äåòåêòîðîâ îò Àëèñû
â Áîáó èëè íàîáîðîò. Ýòîò ýôôåêò ïðèíÿòî íàçûâàòü �êâàíòîâîé íåëîêàëüíîñòüþ�;
îí íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñòàíäàðòíîãî êâàíòîâîãî ôîðìàëèçìà, íî â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè, äåëàåò íåîáõîäèìûì êàê ðàç ïåðåõîä îò óçêèõ êîïåíãàãåíñêèõ ðàìîê
ê ïîñò-êâàíòîâîé òåîðèè, â êîòîðîé ñëó÷àéíûå èñõîäû ω äîëæíû îáðåñòè ðåàëüíûé
ñìûñë, à íå ñëóæèòü ëèøü ôîðìàëüíîé öåëè - ìàòåìàòè÷åñêîé ñîãëàñîâàííîñòè.9

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèíöèïîì ðåëÿòèâèçìà, ñîãëàñíî êî-
òîðîìó íèêàêàÿ èíôîðìàöèÿ íå ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ïðåâîñõîäÿùåé
ñêîðîñòü ñâåòà. Ôîðìàëüíî ýòî âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ñòàòèñòèêà èçìåðåíèé Àëèñû
íèêàê íå çàâèñèò îò òîãî, èçìåðÿåò ëè Áîá ñâîé êóáèò èëè íåò. Òî åñòü ñ ïîìîùüþ
çàïóòàííîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ íåâîçìîæíî ïåðåäàâàòü èíôîðìàöèþ, ãåíåðèðî-
âàííóþ ó÷àñòíèêàìè ýêñïåðèìåíòà äðóã äðóãó. Íî ìû òîëüêî ÷òî âûÿñíèëè, ÷òî
ýòî îãðàíè÷åíèå íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà èíôîðìàöèþ îá ýëåìåíòàðíûõ èñõîäàõ â
êîíêðåòíûõ ýêñïåðèìåíòàõ î èçìåðåíèè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, êîãäà îíè ñîáðàíû
âîåäèíî!

Èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî îäèí âûâîä. Èìååòñÿ ñâîåãî ðîäà àäìèíèñòðàòèâ-
íàÿ ñèñòåìà, âçàèìîäåéñòâèå ñ êîòîðîé è îïðåäåëÿåò ðåàëüíîñòü. Ýòî âçàèìîäåéñòâèå
â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò âçàèìîäåéñòâèþ ïîëüçîâàòåëÿ ñ êîìïüþòåðîì. Ïîëüçîâà-
òåëü, òî åñòü ýêñïåðèìåíòàòîð, îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ (ïîëîæåíèå äåòåêòîðîâ), ïîñëå
÷åãî àäìèíèñòðàòèâíàÿ ñèñòåìà, ðàáîòàþùàÿ ñ ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè, âûäàåò ðå-
çóëüòàò ýêñïåðèìåíòà. Ïðè ýòîì âðåìÿ, ïîòðà÷åííîå àäìèíèñòðàòèâíîé ñèñòåìîé íà
ñîãëàñîâàíèå çàäàííûõ ðàçëè÷íûìè ïîëüçîâàòåëÿìè óñëîâèé, íå ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíûì
ôèçè÷åñêèì âðåìåíåì.

Ìû èñïîëüçóåì çäåñü ïðîãðàììèñòñêóþ òåðìèíîëîãèþ, â êîòîðîé àäìèíèñòðàòèâ-
íàÿ ñèñòåìà îçíà÷àåò âïîëíå îïðåäåëåííóþ âåùü, êîòîðàÿ äîëæíà âõîäèòü â ïîñò-
êâàíòîâûé ôîðìàëèçì, è ïîòîìó íå äîëæíà âûçûâàòü íèêàêèõ èíûõ àññîöèàöèé.
Íåëîêàëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ω ãîâîðèò â ïîëüçó òîãî, ÷òî ýòè èñõîäû ìîãóò

8Â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ, êàê ïðàâèëî, ïðîâåðÿþò íå íàðóøåíèå (127), à íåïîñðåäñòâåííî
ïðåäîòâðàùàþò îáðàòíîå ïåðåíåñåíèå èíôîðìàöèè ñàìèìè ôîòîíàìè, âûñòàâëÿÿ çàãëóøêè ïîñëå
èõ ïðîõîæäåíèÿ.

9Ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè çðåíèÿ íà êâàíòîâóþ íåëîêàëüíîñòü ìîæíî, íàïðèìåð,
ïî ñòàòüÿì èç [51].
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Ðèñ. 61: Ñõåìà îäíîñòîðîííåãî óïðàâëåíèÿ

îáðåñòè ðåàëüíûé ñìûñë èìåííî äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì è ïðîöåññîâ, çàòðàãèâàþùèõ
áîëüøèå ïðîñòðàíñòâåííûå îáëàñòè. Äëÿ ïðîñòûõ æå ñèñòåì, íàïðèìåð, äëÿ îäíîãî
åäèíñòâåííîãî àòîìà èëè äàæå ìîëåêóëû íåëîêàëüíîñòü ñàìà ïî ñåáå íå èãðàåò áîëü-
øîé ðîëè: îíà ïðîÿâëÿåòñÿ â äîñòàòî÷íî òîíêîì ýêñïåðèìåíòå, îïèñàííîì íàìè, è
ýôôåêò îò íåå äëÿ ïðîñòûõ ñèñòåì äàæå ìåíüøå ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê.

Îäíàêî êâàíòîâîå äàëüíîäåéñòâèå ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü óäèâèòåëüíûå ïðîòîêîëû
èíôîðìàöèîííîãî îáìåíà, îäèí èç êîòîðûõ ìû ðàññìîòðèì íèæå.

17.1 Ïðèìåð êâàíòîâîãî ïðåâîñõîäñòâà â ðàñïðåäåëåííûõ âû-

÷èñëåíèÿõ ñ îäíîñòîðîííèì óïðàâëåíèåì

Ïîñòðîåíèå êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà - ñëîæíûé è ìíîãîñòîðîííèé ïðîöåññ, è âàæ-
íóþ ðîëü â íåì èãðàþò îãðàíè÷åííûå ìîäåëè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé, íàïðèìåð,
êâàíòîâûå âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû ([52]) èëè ïðîãðàììû ìîäåëèðîâàíèÿ áèîõèìèè
([53].) Ïðåèìóùåñòâî êâàíòîâûõ ìåòîäîâ ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ íå â óñêîðåíèè âû÷èñ-
ëåíèé â îáû÷íîì ñìûñëå, à â èñïîëüçîâàíèè îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ êâàíòîâîé ïðèðîäû
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôèíàëüíîãî âûèãðûøà â êà÷åñòâå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà.

Çäåñü ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê íàðóøåíèå íåðàâåíñòâà Áåëëà ìîæåò ïîìî÷ü
ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé. Ïðèìåð, êîòî-
ðûé ìû ïðèâåäåì (ñì. [54]), èñêóññòâåííî ïîñòðîåí è ïðèçâàí ëèøü èëëþñòðèðîâàòü
âîçìîæíîñòü ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ óäèâèòåëüíîãî ñâîéñòâà êâàíòîâîé íåëî-
êàëüíîñòè; ê òîìó æå ýôôåêò îò ýòîãî èñïîëüçîâàíèÿ íå ñëèøêîì âåëèê. Îäíàêî
äàííûé ïðèìåð îáëàäàåò ñõîæåñòüþ ñ áèîëîãè÷åñêèì ïðîöåññîì ðîñòà ñëîæíûõ ìî-
ëåêóë ñ ëèíåéíîé îðãàíèçàöèåé ïåðâè÷íîé ñòðóêòóðû, è ïîòîìó îí ãîâîðèò î òîì,
÷òî ïîèñê äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé êâàíòîâîé íåëîêàëüíîñòè ìîæåò áûòü ïëîäîòâîð-
íûì.
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17.2 Îäíîñòîðîííåå óïðàâëåíèå

Ìû ïîêàæåì, êàê ýòà öåëü ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ñ èñïîëüçîâàíèåì íàðóøåíèÿ
íåðàâåíñòâà Áåëëà. Ðàññìîòðèì ìîäåëü ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé ñ îäíîñòîðîí-
íèì óïðàâëåíèåì, ãäå âñå âû÷èñëèòåëüíûå óñòðîéñòâà ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà öåíòðàëü-
íûé ïðîöåññîð (CPU) è óäàëåííûå ïåðèôåðèéíûå óñòðîéñòâà, ñïîñîáíûå íåïîñðåä-
ñòâåííî ïîëó÷àòü êîìàíäû îò CPU. Îáðàòíàÿ ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè îò ïåðèôåðèé-
íûõ óñòðîéñòâ ê öåíòðàëüíîìó ïðîöåññîðó íå ïðîèñõîäèò íåïîñðåäñòâåííî, íî òîëüêî
â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîãî òðàíñôåðà ÷åðåç öåïî÷êó ïåðèôåðèéíûõ óñòðîéñòâ, êîòî-
ðûå ëîêàëüíî âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 61. Â ïðèìå-
ðå, êîòîðûé ìû ðàçáåðåì, èñïîëüçîâàíèå çàïóòàííûõ ñîñòîÿíèé ôîòîíîâ â óïðàâëå-
íèè äàåò óâåëè÷åíèå êà÷åñòâà ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ, ïðåâîñõîäÿùåå ðåçóëüòàò êëàñ-
ñè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ïðèìåðíî â 1.138 ðàç. Ýòî - çàäà÷à ñèíòåçà äâóõ óäàëåííûõ
öåïî÷åê, ñîñòîÿùèõ èç îòäåëüíûõ çâåíüåâ, îñóùåñòâëÿåìîãî íà äâóõ ïåðèôåðèéíûõ
óñòðîéñòâàõ.

Öåíòðàëüíûé ïðîöåññîð ïîñûëàåò ñèãíàë ê äâóì ïåðèôåðèéíûì ïðîöåññîðàì,
êàæäûé èç êîòîðûõ îòâå÷àåò çà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäñèñòåìó âñåé ñèñòåìû. Íà-
ïðèìåð, CPU ðåøàåò çàäà÷ó ñèíòåçà íà îäíîé ïîäñèñòåìå íåêîòîðîãî ïîëèìåðà A,
èìåþùåãî îñîáóþ àêòèâíîñòü, è, îäíîâðåìåííî - çàäà÷ó ñèíòåçà äðóãîãî ïîëèìåðà
B, êîòîðûé ïîäàâëÿåò (èëè, íàîáîðîò, èíòåíñèôèöèðóåò) äàííóþ àêòèâíîñòü, óæå
íà äðóãîé ïîäñèñòåìå. CPU ïîñûëàåò ñîîòâåòñòâóþùèé ñèãíàë íà îáå ïîäñèñòåìû,
è ïåðåêëþ÷àåòñÿ íà äðóãèå çàäàíèÿ, ñêàæåì, íà ñèíòåç äðóãîé ïàðû ïîëèìåðîâ A′ è
B′.

×òî ñëó÷èëîñü áû, åñëè ïåðèôåðèéíûå ïðîöåññîðû ñòàëè áû ïîñûëàòü ñèíãàëû
äðóã äðóãó íåïîñðåäñòâåííî? Ïóñòü ó íàñ åñòü m ïîäñèñòåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
óïðàâëÿåòñÿ ñâîèì ñîáñòâåííûì ïðîöåññîðîì. Äëÿ êîððåêòíîé àäðåñàöèè ñèãíàëîâ
ìåæäó âñåìè âîçìîæíûìè ïàðàìè (èõ ïîðÿäêà m2) ìû äîëæíû áûëè áû çàãðóçèòü
CPU ýòîé ðàáîòîé. Öåíòðàëüíûé ïðîöåññîð âûíóæäåí áûë áû æäàòü âðåìÿ cD äëÿ
êàæäîé ïàðû, ãäå D - ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðåôåðèéíûìè ïðîöåññîðàìè, c - ñêîðîñòü
ñâåòà, ïðåæäå ÷åì ïåðåêëþ÷èòüñÿ íà ñëåäóþùåå çàäàíèå. Åñëè m äîñòàòî÷íî âå-
ëèêî (â ðåàëüíûõ áèî-ñèñòåìàõ ýòî ÷èñëî î÷åíü âåëèêî), òàêàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèé,
îñíîâàííàÿ íà àäðåñàöèè ñèãíàëîâ ÷åðåç CPU ïðèâåëà áû ê ôàòàëüíîé çàäåðæêå
óïðàâëåíèÿ, ÷òî ñäåëàëî áû âñþ ñõåìó íåïðèãîäíîé.

Ìû, òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè îäíîñòîðîííåãî óïðàâëåíèÿ, êî-
ãäà CPU ïîñûëàåò ñèãíàëû ïåðèôåðèéíûì ïðîöåññîðàì íåìåäëåííî, íå îæèäàÿ îò-
êëèêà îò íèõ. Îáðàòíàÿ èíôîðìàöèÿ æå ïîñòóïàåò íà CPU íå íåïîñðåäñòâåííî, à
÷åðåç öåïî÷êó ïîñðåäíèêîâ, êàê â êëåòî÷íîì àâòîìàòå. Ýòà ôîðìà îãðàíèçàöèè îá-
ðàáîòêè èíôîðìàöèè ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíà â æèâûõ îðãàíèçìàõ, òàê êàê â íèõ
öåíòðàëüíàÿ íåðâíàÿ ñèñòåìà, èãðàþùàÿ ðîëü CPU, äîëæíà áûòü ñâîáîäíà îò ðó-
òèííîé ðàáîòû ïî óïðàâëåíèþ ìåòàáîëèçìîì.

17.3 Êâàíòîâûå áèôîòîííûå ñèãíàëû

Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè èñïîëüçîâàíèå CPU áèôîòîíîâ (çàïóòàííûõ ñîñòî-
ÿíèé ôîòîíîâ) äàåò ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñòî êëàññè÷åñêèì CPU. Äëÿ òî-
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Ðèñ. 62: Ðàñïðåäåëåííûé ñèíòåç öåïî÷åê

ãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýòî, ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ àáñòðàêòíóþ çàäà÷ó.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåòñÿ ñèíòåçèðîâàòü äâå ïîëèìåðíûå ìîëåêóëû, õèìè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà êîòîðûõ èìååò âèä C1 = (c1

1, c
1
2, ..., c

1
M), C2 = (c2

1, c
2
2, ..., c

2
M), òàê ÷òî îíè

ñîñòîÿò èç ìîíîáëîêîâ äâóõ òèïîâ: a è b: cji ∈ {a, b} (ñì. ðèñóíîê 62

).

Êà÷åñòâî òàêîé âçàèìíîé ñáîðêè äâóõ ïîëèìåðîâ ïðîâåðÿåòñÿ íàëîæåíèåì ãî-
òîâûõ öåïî÷åê äðóã íà äðóãà: ïåðâàÿ C1 íà âòîðóþ C2, è êðèòåðèé êà÷åñòâà åñòü
ñòåïåíü ñêëåéêè ýòèõ öåïî÷åê. Êàæäûé ìîíîáëîê èìååò âíåøíþþ (âûïóêëóþ) è
âíóòðåííþþ (âîãíóòóþ) ïîâåðõíîñòè, ãäå ïîñëåäíÿÿ ñíàáæåíà ñïåöèàëüíûì øàðè-
êîì, ðàñïîëîæåííûì â åå öåíòðå. Â ôèêñèðîâàííîé ïîçèöèè äâà ìîíîáëîêà ìîãóò
ñêëåèòüñÿ â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ: 1) èõ ïîâåðõíîñòè èëè ïîëîâèíû ïîâåðõ-
íîñòåé ïîëíîñòüþ ñîâìåùàþòñÿ âåðòèêàëüíûì ñìåùåíèåì, èëè 2) èõ öåíòðàëüíûå
øàðèêè ïðè òàêîì ñäâèãå îêàçûâàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 63.

Ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïîëèìåðà, îò êîòîðîé çàâèñèò ñêëåéêà, îïðåäåëÿåòñÿ íå
òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìîíîáëîêîâ â öåïî÷êå; ñêëåéêà çàâèñèò òàêæå îò äî-
ïîëíèòåëüíîé îïöèè: èõ òî÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà â öåïî÷-
êå. Ñîñåäíèå ìîíîáëîêè â ïîëèìåðå ñîåäèíåíû ãèáêîé ñâÿçüþ, êîòîðàÿ ìîæåò ëèáî
ñæàòüñÿ íà dx, ÷òî ñîñòàâëÿåò ÷åòâåðòü äëèíû ìîíîáëîêà, ëèáî ðàñòÿíóòüñÿ íà òà-
êóþ æå äëèíó. Ìû â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñêàæåì, ÷òî ìîíîáëîê ñäâèíóò íàçàä èëè âïåðåä
ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñâÿçè. Â õîäå ñèíòåçà ìîíîáëî-
êè óñòàíàâëèâàþòñÿ ñ ýòèìè îãðàíè÷åíèÿìè è èõ ïîçèöèè ôèêñèðóþòñÿ. Çàòåì äâå
öåïî÷êè íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà è äëÿ êàæäîé ïàðû íàëåãàþùèõ ìîíîáëîêîâ
óñòàíàâëèâàåòñÿ íàëè÷èå ñêëåéêè. Èç ïðèíÿòîãî îãðàíè÷åíèÿ âûòåêàåò, ÷òî åñëè â
òàêîé ïàðå íàëåãàþùèõ ìîíîáëîêîâ îíè áûëè ñäâèíóòû â îäíó ñòîðîíó, îíè ñêëåèâà-
þòñÿ òàê æå, êàê åñëè áû ñäâèãîâ íå áûëî; à åñëè â ðàçíûå - ðåçóëüòèðóþùèé ñäâèã
ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó äëèíû ìîíîáëîêà.

Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëî ñêëååííûõ ïàð íàëîæåííûõ äðóã íà äðóãà ìî-

142



íîáëîêîâ è ýòî ÷èñëî ñ÷èòàåòñÿ ÷èñëåííîé õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà ñáîðêè ïàðû
öåïî÷åê.

Ñèíòåç öåïî÷åê ïðîèñõîäèò êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèñîåäèíåíèå ê êàæäîé èç
ñóùåñòâóþùèõ öåïî÷åê íîâîãî ìîíîáëîêà - òîãî, êîòîðûé ïåðâûì ïîÿâèëñÿ â òî÷êå
ñáîðêè îäíîé è äðóãîé öåïî÷êè. Ìîíîáëîêè áåðóòñÿ èç ñðåäû, îêðóæàþùåé òî÷êè
ðîñòà, ãäå îíè íàõîäÿòñÿ â õàîòè÷åñêîì äâèæåíèè è îáà òèïà ðàñïðåäåëåíû ïîðîâíó.
Ïðè ýòîì ìîæíî ñäâèíóòü âíîâü ïðèñîåäèíåííûé ìîíîáëîê ëèáî íàçàä, ëèáî âïåðåä
íà ðàññòîÿíèå dx. Ìû îáîçíà÷èì ñäâèã âïåðåä ÷åðåç +, ñäâèã íàçàä - ÷åðåç−. Êàæäàÿ
j-ÿ ïàðà ìîíîáëîêîâ â îáåèõ öåïî÷êàõ, íàëîæåííûõ äðóã íà äðóãà ïîñëå ñèíòåçà,
ñîîòâåòñòâóþò, òàêèì îáðàçîì, ÷åòâåðêå c1

jc
2
js

1
js

2
j , ãäå ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ

ñäâèãàìè s1,2
j ∈ {+,−}.

Èç íàøèõ ïðàâèë (ñì. ðèñóíîê 63) ñëåäóåò, ÷òî ñêëåéêà ñîîòâåòñòâóåò ïàðàì íàëî-
æåííûõ ìîíîáëîêîâ âèäà: aa++(−−), ab++(−−), bb++(−−), ba+−(−+), òîãäà êàê
ïàðû èíîãî âèäà: aa+−(−+), ab+−(−+), bb+−(−+), ab+ +(−−) ñêëåéêè íå äàþò.
Îòìåòèì íåñèììåòðè÷íîå ïîâåäåíèå ìîíîáëîêîâ òèïà a è b: ïàðû ab è ba ñêëåèâàþò-
ñÿ ïî ðàçíîìó ïðè îäèíàêîâûõ ñäâèãàõ. Ýòà àñèììåòðèÿ âûãëÿäèò êàê àñèììåòðèÿ
â íåðàâåíñòâå Áåëëà, ÷òî è äàñò íàì ïîâûøåíèå êà÷åñòâà ðåçóëüòèðóþùåé ñêëåéêè
ïðè áèôîòîííîì óïðàâëåíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì óïðàâëåíèåì.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðîñò ïîëèìåðà C1 èäåò â îäíîé òî÷êå, à ðîñò C2 - â äðóãîé,
ïðè÷åì ýòè òî÷êè ðàçäåëåíû áîëüøèì ðàññòîÿíèåì (íàïðèìåð, ïðîèñõîäÿò â ðàçíûõ
ñòðàíàõ). Çàäà÷à â òîì, ÷òîáû îðãàíèçîâàòü ýòîò ñèíòåç òàê, ÷òîáû ÷èñëî íåñêëååíûõ
ïàð íàëîæåííûõ ìîíîáëîêîâ áûëà áû ìèíèìàëüíîé, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ÷òîáû ÷èñëî
ñêëååê áûëî ìàêñèìàëüíûì.

Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ìîæåò âîçíèêíóòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèíòåçà ãåíà è àíòèãåíà
â ðàçíûõ æèâûõ êëåòêàõ. Ìû ìîæåì ñîçäàòü èíôîðìàöèîííûé êàíàë óïðàâëåíèÿ
èìè èç îäíîãî öåíòðà; ïðàâäà, ïðè áîëüøîé äèñòàíöèè ìåæäó òî÷êàìè ñáîðêè òàêîå
óïðàâëåíèå ñïîñîáíî çàìåäëèòü ñàì ïðîöåññ ñáîðêè, ÷òî äëÿ ðåàëüíûõ ïîëèìåðîâ
ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíóþ ïðîáëåìó, âûõîäÿùóþ çà ðàìêè íàøåé ìîäåëè.

Ïîêàæåì, êàê èñïîëüçîâàòü áèôîòîííîå óïðàâëåíèå ïðîöåññîì îäíîâðåìåííîãî
ñèíòåçà äëÿ ïîëó÷åíèÿ êâàíòîâîãî ïðåâîñõîäñòâà.

Èòàê, äëÿ ìèíèìèçàöèè êðèòè÷åñêèõ (íåñêëååííûõ) ïàð ìîíîáëîêîâ ìû èñïîëü-
çóåì ñèãíàëû CPU â âèäå EPR ñîñòîÿíèé |Ψ〉 = 1√

2
(|00〉 + |11〉), è ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî

êðèòè÷åñêèõ ïàð, âîçíèêàþùèõ ïðè òàêîì óïðàâëåíèè. Åñëè áû óïðàâëåíèå áûëî
êëàññè÷åñêèì, â îáîçíà÷åíèÿõ èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ìû èìåëè áû íåðàâåíñòâî
Áåëëà

E(a1b2 + b1b2 + a1a2 − b1a2) ≤ 2. (128)

Ïðèìåì ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå. Íèæíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò òî÷êó ñáîðêè (íîìåð
ïîëèìåðà) 1 èëè 2. Áóêâà a èëè b îáîçíà÷àåò òèï ìîíîáëîêà, ïðèñîåäèíÿåìîãî ê öå-
ïî÷êå, çíàê ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèþ ñäâèãà ýòîãî ìîíîáëîêà, êàê ìû óñëîâèëèñü.
Ðåçóëüòàò ïðèñîåäèíåíèÿ ìîíîáëîêîâ â îáåèõ òî÷êàõ ñáîðêè îïðåäåëåí, åñëè äëÿ 1 è
2 íèæíåãî èíäåêñà ìû èìååì âî-ïåðâûõ, áóêâó a èëè b, è âî-âòîðûõ, çíàê ñäâèãà +
èëè −. Áóêâà a èëè b âñåãäà îïðåäåëÿåò òèï ìîíîáëîêà, áëèæàéøåãî ê òî÷êå ñáîðêè
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Ðèñ. 63: Íàëîæåíèå äâóõ ïîëèìåðîâ. Ñòðåëêè îáîçíà÷àþò íàïðàâëåíèå ðàñòÿæåíèÿ
ñâÿçåé (êðàñíûé öâåò) ìåæäó ñîñåäíèìè ìîíîáëîêàìè ïðè ñèíòåçå ïîëèìåðà. Íàëî-
æåíèÿ âèäà aa++(−−), ab++(−−), bb++(−−), ba+−(−+) äàþò ñêëåéêó, îñòàëüíûå
ñêëåéêè íå äàþò. Âíèçó âñå ïàðû äàþò ñêëåéêè.
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â äàííûé ìîìåíò.

Ðàáîòàþùèé íà ïðèíöèïàõ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè öåíòðàëüíûé ïðîöåññîð ìîæåò,
òàêèì îáðàçîì, óïðàâëÿòü ñáîðêîé òîëüêî âûáèðàÿ çíàê ñäâèãà + èëè − â îáåèõ
òî÷êàõ ñáîðêè. CPU âûáèðàåò ýòè çíàêè îäíîâðåìåííî, òàê ÷òî íèêàêîå îæèäàíèå
ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëà ìåæäó òî÷êàìè ñáîðêè íå ìîæåò çàìåäëèòü ïðîöåññ: èíôîð-
ìàöèÿ î çíàêå ïîÿâëÿåòñÿ â îáåèõ òî÷êàõ îäíîâðåìåííî, è êàê ðàç â ìîìåíò, êîãäà
îíà íóæíà. Åñëè áû ìû äîïóñòèëè çàäåðæêó ïî âðåìåíè, ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü
ñáîðêó âîîáùå èäåàëüíîé, èçáåæàâ êðèòè÷åñêèõ ïàð ñîâñåì.

Äëÿ êëàññè÷åñêîãî òèïà êîððåëÿöèè ìåæäó âûáîðîì çíàêîâ ìû èìååì íåðàâåí-
ñòâî Áåëëà. Äëÿ êàæäîãî øàãà ïðîöåññà ìû ââåäåì èíäåêñ êðèòè÷íîñòè Cr = +1,
åñëè íàëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîíîáëîêîâ íåêðèòè÷íî (åñòü ñêëåéêà), è Cr = −1
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàñ èíòåðåñóåò ðåçóëüòèðóþùåå ÷èñëî íåêðèòè÷åñêèõ íàëîæå-
íèé ïî âñåé äëèíå öåïî÷åê ñèíòåçèðîâàííûõ ïîëèìåðîâ: NonCr; íàøà öåëü - ñäåëàòü
ýòî ÷èñëî ìàêñèìàëüíûì.

Äëÿ îäíîé ïàðû ìîíîáëîêîâ ìû èìååì NonCr = 1
2
(1 + Cr). Òàê êàê âñå êîìáè-

íàöèè aa, ab, ba, bb äëÿ îáåèõ òî÷åê ñèíòåçà èìåþò îäèíàêîâûå âåðîÿòíîñòè 1/4, äëÿ
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ E(Cr) èíäåêñà êðèòè÷íîñòè ìû èìååì

E(Cr) =
1

4
(a1b2 + b1b2 + a1a2 − b1a2), (129)

ãäå áóêâà a èëè b ñ èíäåêñîì îáîçíà÷àåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ
âûáîðó òèïà ìîíîáëîêà ñî çíàêîì ±1, çàâèñÿùèì îò çíàêà ñäâèãà, âûáðàííîãî äëÿ
íåå.

Äëÿ êëàññè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ââèäó íåðàâåíñòâà Áåëëà äëÿ E(Cr) âèäà (129)
ñðåäíåå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ íàëîæåíèé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

E(NonCr) ≤ 1

2
(1 +

2

4
) =

3

4
= 0.75.

Â ñëó÷àå êâàíòîâîãî áèôîòîííîãî óïðàâëåíèÿ ñèòóàöèÿ áóäåò èíîé. Çäåñü ìû íå
ìîæåì ðàññìàòðèâàòü a1 è b1 êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëåííûå íà îòäåëüíûõ
ìíîæåñòâàõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ äëÿ a2, b2, òî åñòü îöåíêà (128) íå áóäåò ñëåäîâàòü
èç î÷åâèäíîãî âûðàæåíèÿ a(X + Y ) + b(X − Y ) ≤ 2 äëÿ ÷èñåë a, b,X, Y = ±1; ìû
çäåñü äîëæíû ïèñàòü a1b2 + b1b

′
2 + a′1a2 − b′1a′2 âìåñòî ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (128),

÷òî ñäåëàåò äàííîå íåðàâåíñòâî íåâåðíûì.

Äëÿ áèôîòîííîãî óïðàâëåíèÿ íàøè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îïðåäåëåíû íà îäíîì è
òîì æå ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ìû íå èìååì íåðàâåíñòâà Áåëëà è äîëæíû
ñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòè íàïðÿìóþ, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Áîðíà.

Ïóñòü äëÿ êàæäîé èç òî÷åê ñáîðêè ó íàñ èìååòñÿ ôîòîäåòåêòîð, êîòîðûé ìîæåò
áûòü ìãíîâåííî îðèåíòèðîâàí â ñîîòâåòñòâèè ñ íàáëþäàåìûìè, êîòîðûå ìû àññî-
öèèðóåì ñ a è b. Äëÿ ïåðâîé è âòîðîé òî÷åê ñáîðêè ýòè íàáëþäàåìûå ïóñòü èìåþò
âèä:

a1 = σx, b1 = σz,
a2 = 1√

2
(σx − σz), b2 = 1√

2
(σx + σz)

(130)
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ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü ìû íå ðàññìàòðèâàåì èíòåðåñíûé âîïðîñ î ïðàêòè÷åñêîé ðåà-
ëèçàöèè òàêèõ íàáëþäàåìûõ.

Óñëîâèìñÿ, ÷òî òèï òåêóùåãî ìîíîáëîêà îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå äåòåêòîðà äëÿ
îáåèõ òî÷åê è çíàê ñäâèãà ìîíîáëîêà åñòü çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé íàáëþäàåìîé.
Òàê êàê âñå êîìáèíàöèè òèïîâ ìîíîáëîêîâ aa, ab, ba, bb ðàâíîâåðîÿòíû, ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (129) äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà êðèòè÷íîñòè.

Òåïåðü èìååì: E = E(a1b2+b1b2+a1a2−b1a2) = E(a1b2)+E(b1b2)+E(a1a2)−E(b1a2).
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå íàáëþäàåìûõ (130) è ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ
〈A〉ψ = tr(Aρψ) äëÿ âñåõ íàáëþäàåìûõ A, âçÿòûõ èç (130), ìû íàéäåì E = 2

√
2 è äëÿ

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà íåêðèòè÷åñêèõ íàëîæåíèé (ñêëååê) ìû ïîëó÷èì çíà÷åíèå

E(NonCr) = 1
2
(1 + 2

√
2

4
) ≈ 0.85. Èòàê, èñïîëüçîâàíèå EPR ïàð ôîòîíîâ â óïðàâëåíèè

ñáîðêîé äàåò ñóùåñòâåííûé âûèãðûø â êà÷åñòâå - íåìíîãî áîëåå 1.138 äëÿ òàêîé
ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è.

18 Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà íàä êóðñîì âûïîëíåíà â Ìîñêîâñêîì öåíòðå ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí ïðîô. Íàäåæäå Âèêòîðîâîé è ïðîô. Õàé Âîíãó çà öåííûå
çàìå÷àíèÿ.
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